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MODEL MATEMATYCZNY NAPEDU
Z SILNIKIEM INDUKCYINYM — METODA DTC-SVM

STRESZCZENIE

W artykule omowiono strukture i zasade pracy ukladu DTC-SVM. W pracy przedstawiono nieliniowy model mate-
matyczny silnika indukcyjnego w wirujgcym ukladzie wspotrzednych. Wektor strumienia stojana przyjeto jako os
odniesienia (d). W rozwazaniach pominieto dynamike przemiennika czestotliwosci. Celem analizy bylo uproszcze-
nie (linearyzacja) modelu obwodu strumienia stojan oraz wytwarzania momentu elektrycznego. Zostaly przedsta-
wione wyniki badan symulacyjnych, ktore pozwalajq okresli¢ bledy linearyzacji modeli. Zamieszczono transmitan-
cje, ktore mogq zosta¢ wykorzystane w procesie optymalizacji parametrycznej regulatorow.

Stowa kluczowe: Silnik indukcyjny klatkowy, model matematyczny, bezposrednie sterowanie momentem (DTC), me-
toda wektora przestrzennego w modulacji szerokosci impulsu (SVM lub SVPWM).

MATHEMATICAL MODEL OF INDUCTION MOTOR — DTC-SVM METHOD

Structure and the principle of the work of the DTC-SVM system are talked over in the article. The nonlinear ma-
thematical model of the induction motor in a revolving reference frame is introduced in the work. The stator flux
vector is taken as the axis of the reference frame (d). The dynamics of the power electronics frequency converter
are neglected in considerations. The simplification (linearization) of the stator flux circuit model and the produc-
tion of the motor torque is the aim of the analysis. Ther are presented the results of the simulating researches
which let qualify the models linearization errors. The transfer-functions which can be used in the parametric opti-
mization process of regulators was inserted.

Keywords: Squirrel cage induction motor, mathematical model, direct torque control (DTC), space vector pulse
with modulation method (SVM or SVPWM).
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Zasady bezposredniego sterowania momentem (DTC) silni-
ka indukcyjnego zostaly omowione m.in. w [3, 4, 7, 12,
24, 25, 28]. Metoda ta zapewnia wysoka dynamike i duza
odporno$¢ ukladu napgdowego oraz tatwos$¢ optymaliza-
cji regulatora predkosci [23]. Wada klasycznej metody DTC q
sa duze oscylacje momentu elektrycznego i pradow stojana \
oraz zmienna czgstotliwos¢ PWM napigcia stojana. Zalety \
1 wady metody wynikaja z zastosowania regulatorow prze- |
kaznikowych oraz tabeli selekcji wektorow napigcia stojana.

Z powyzszych powodow, kosztem dynamiki napedu, do
uktadu regulacji wprowadza si¢ modulacj¢ wektora prze-
strzennego (SVM) oraz liniowe regulatory strumienia stoja-
na i momentu elektrycznego. Przeglad najczesciej stosowa-
nych metod zostal zamieszczony w pracy [5].

W niniejszym artykule skoncentrowano si¢ nad metoda
zaproponowana w [29] i rozwijana m.in. w pracach [10, 11,
15, 16, 25], gdzie w celu uproszczenia modelu matematycz-
nego napedu stosuje si¢ odsprzeganie oraz w pracach [2, 8,
30], gdzie na podstawie rownan silnika indukcyjnego wyli-
cza si¢ przyblizenie transmitancji momentu elektrycznego

M(s)

Gys) = — obwod regulacji momentu.

Sqref (S

O$ stojana
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Rys. 1. Rozktad wektorow przestrzennych
w metodzie DTC-SVM

od napigcia stojana.

W pracy przedstawiono transmitancje przyblizajace nie-
liniowy model matematyczny silnika indukcyjnego (w ukta-
dzie wspolrzednych wirujacym z predkoscia m,,, strumienia
skojarzonego stojana Yy)-

Zaprezentowano tu uproszczenia modelu matematyczne-
go do postaci transmitancji:

Rozklad wektoréw przestrzennych strumieni skojarzo-
nych i napigcia stojana zostal przedstawiony na rysunku 1,
gdzie m, jest predkoscia wirowania wektora napigcia stoja-
na, kat obciazenia oznaczony zostat jako 8\4/’ natomiast poto-
zenie wektora strumienia s wzgledem nieruchomego ukta-
du wspolrzednych oznaczono przez kat p, (jest wykorzysty-
wany w transformacji sygnatéw do uktadu wirujacego).
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Rys. 2. Struktura uktadu DTC-SVM

2. STRUKTURA UKLADU REGULACJI

Struktura uktadu regulacji DTC-SVM [2, 5, 8, 29, 30] zo-
stata przedstawiona na rysunku 2.

W uktadzie, oprocz silnika indukcyjnego, mozna wyrdz-
ni¢ bloki pomiarowe sygnatow:

— predkosci katowej — najczesciej enkoder inkrementalny
EC potaczony z licznikiem rewersyjnym i uktadem ska-
lujacym; innym rozwiazaniem jest zastosowanie obser-
watora predkosci katowej [9, 18, 20, 25, 26, 28];
pradéw stojana (hallotronowe przekladniki pradowe —
LEM) oraz transformacji Clarke do stacjonarnego ukta-
du wspbtrzednych (o, B);

napigcia stojana odtwarzanego na podstawie napigcia
stalego Upc 1 wysterowania tranzystorow falownika
{a, b, c} [14, 20, 25, 28];

obserwacji momentu elektromagnetycznego M ¢» MO-
dutu strumienia skojarzonego stojana \Jg oraz potoze-
nia wektora strumienia p, w nieruchomym uktadzie
wspotrzednych (o, B) [3, 11, 16, 18, 28].

Natomiast tory sterowania sktadaja si¢ z blokow:

— regulatoréw: predkosci Gp,, momentu elektrycznego
Gpyp strumienia stojana Gp,, oraz ukladu zadajacego
strumien na podstawie referencyjnej predkosci katowej
(ostabienie pola);

— odwrotnej transformacji Parka zadanego napigcia
Usd,pp USg,r W uktadzie wirujacym do stacjonarnego
uktadu wspotrzednych (o, B);

— sterowania falownikiem napigcia metoda wektora prze-
strzennego (SVM lub SVPWM) [11, 17, 19, 20, 25];

— falownika napigcia.

3. MODEL MATEMATYCZNY

W rozwazaniach pominigto dynamik¢ uktadu zasilajacego
(przemiennik czgstotliwosci z falownikiem napigcia). Wy-
nika to z wysokiej czgstotliwosci przelaczen tranzystorow
mocy, ktora typowo wynosi 10-20 kHz. Wigc przemiennik
ma duzo krotsze state czasowe niz silnik.

Model matematyczny silnika indukcyjnego klatkowego,
zapisany w wirujacym z predkoscia of uktadzie wspotrzed-
nych (wyprowadzenie zostalo podane m.in. w [1, 12, 18, 20])
jest w postaci:

dys
ug = Ryg; Y + jof g (1a)
dygp .
0=Rgi, +7+1(0’K_pbwm)‘fR (1b)
Ysg=Lgig+L ip (1o)
Yr=Lrigp+Lyig (1d)
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W metodzie DTC-SVM wykorzystuje si¢ model mate-
matyczny silnika w wirujacym synchronicznie z wektorem
strumienia stojana uktadzie wspotrzednych. Oznacza to za-
pis rownan silnika z wykorzystaniem metody wektora prze-
strzennego [1, 4, 6, 11, 12, 13, 17, 18, 25, 28], gdzie rzeczy-
wista osig uktadu wspotrzednych jest strumien stojana

Vs :WSd+£Vﬁ:|\£S|:WS-
=0

Takie podejscie prowadzi do nastepujacych rownan
[2, 8, 30]:

. d
usg = Rgigy + i (2a)
dt
usy = Rgigy +W0psWYg (2b)
. d
0= Rpigg + W (Pp®y — 05 W Ry (2¢)
. dyg
0= Rpig, + Tq + (s — PrO)VRa (2d)
Vs =Lgigq +Lyigg (2¢)
0= Lgig, +Lyig, (2f)
WRa =LRirg +Lyisq (2g)
WRrq = Lrirg +Lyisq (2h)
3 . .
M, = > PpV¥sisq (21)
dm
J— =M= M,, (2i)

W powyzszych réwnaniach i w dalszej czesci artykutu
uzywane sa nastgpujace oznaczenia:
isg is; — podiuzna i poprzeczna sktadowa wek-
tora pradu stojana, zapisanego w ru-
chomym uktadzie wspotrzednych zwia-
zanym z Vs,
Ly — indukcyjno$¢ wirnika,
Lg — indukcyjnos$¢ stojana,
L — indukcyjno$¢ wzajemna,
Ry — rezystancja wirnika,
Ry — rezystancja stojana,

T — elektromagnetyczna stala czasowa
wirnika,

Ty — elektromagnetyczna stata czasowa
stojana,

d,, — kat obciazenia,

py — kat pomiedzy osia stojana a Vs,

liczba par biegunow silnika,
®,, — predkos¢ katowa wirnika,

=
S
|

®,s — pulsacja (predkos¢) strumienia Vs,
12
c=1- 7 ; — catkowity wspotczynnik rozproszenia.
SR

MODEL OBWODU STRUMIENIA STOJANA

W = fugy)

Podstawa wyprowadzenia modelu matematycznego jest
réwnanie (2c¢), do ktorego podstawia si¢ przeksztatcone za-
leznosci (2a), (2e), (2f), (2g). W wyniku uzyskuje si¢ row-
nanie:

d
RRLSuSd +GLSLR uSd = RRRSWS ar
d> d
+0LsLy <Y + (RyLg +RgLp)¥S + 3)

2
LsLg—Ly

+(®,5 — pp®,, )oLgLgig,
=0

1 po zastosowaniu transformaty Laplace’a otrzymuje si¢
transmitancj¢ obwodu strumienia skojarzonego stojana [2,
8, 301:

Ky s+ A
Gy (s) = ;"S ((S)) - (4a)
Sd s°+ Bws + C‘V
gdzie:
R 1
Ay =B =— (4b)
GLR GTR
_RpLs+Relp _1[ 1 + 1 (4c)
v/ oLgLg o|Ty Ty
_RrRs _ 1 (4d)
V' oLgLgy oTyTs

MODEL WYTWARZANIA MOMENTU
ELEKTRYCZNEGO M, = f(us,)

Podstawa wyprowadzenia modelu matematycznego jest
réwnanie (2d), do ktoérego podstawia si¢ przeksztatcone za-
leznosci (2b), (2e), (21), (2g), (2h). W wyniku uzyskuje si¢
réwnanie:

dig
: q
(RRLS +RSLR)lSq +GL5LR _dt :LRMSq +

(%)
—PpOn Vs Ly +(Ppy, —@y5)0LgLRisy
W pracach [2, 8, 30] przyjeto:
(Pp O = Ops )OLg LRigy =0 (6)
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Po zalozeniu M, = 0 oraz wyznaczeniu podstawien
z rownan (2i) i (2j):

do, 31 ; ». .
—_— e — — 1 5 1
it 2pr\lfs Sq>  lSq

_3 1
2 ppVYs

M, (7

Podstawienia uzyto do zrézniczkowanego obustronnie
rownania (5) 1 po zastosowaniu transformaty Laplace’a
uzyskano (wersja 1):

M, (s A,..S
GM (S)= 6( )= 5 mz (83)
Uusg(S)  s°+B,,s+C,,
gdzie:
_ g PrV¥s (8b)
"2 olg
_Rels+Rslg _ 1 1 (80)
" oLgLy oTg oTy
2,2
_3DPhV¥s (8d)
"2 oLgJ

Zalozenie (6) oznacza btad doktadnosci modelu matema-
tycznego (8). Z tego powodu wskazane jest dalsze prze-
ksztalcanie zaleznosci (5). Na podstawie (2b), (2e) mozna
obliczyc¢:

(Pp Oy, — @5 )OLg LRisy = pp®,,WsOLg —OLgug,
)

+0LRRgisy = (Pp®y — 05 )OLRLY iRy

Wrownaniu (9) za btad liniowego modelu matematycz-
nego przyjmuje si¢
(10)

(Pp Oy, — Oys )OLR Ly igg =0

Nastgpnie zalezno$¢ (9) podstawia si¢ do (5) oraz wyko-
rzystuje si¢ (7). W wyniku otrzymuje si¢ transformat¢ La-
place’a:

3 31 5 5
prWSLR(l_G)SuSq :[EjpbWSLR(l_G)"'

(1)
+(RgLg +RSLR(1—G))s+GLSLRs2]Me
1 transmitancj¢ w postaci (wersja 2):
M A
Gy (5) = e(s) = msS (12a)
Ugg(S) 5%+ Bygs+Cppe
gdzie:
3 1-o
Ams _ E pbWS( ) (12b)
oLg

_ RglLs +RsLg(1-0) _ 1 1-0

B 12¢

" oLgLg oTg o7y (120)
2.2 1

c,. =3 PhYs (1-0) (12d)
2 olLgJ

Przedstawione transmitancje mozna zapisa¢é w postaci
réwnania stanu:

x(t) = Ax(t) + Bu(r) (13)

y() =Cx(®) (14)

i dla transmitancji (4) macierze sa w postaci:

i[O ) ATV cco 1y as)
=Gy =B | Ay

natomiast dla transmitancji (8) 1 (12) macierze mozna przy-
jac jako:

iz ? ! B|’ c=(0 1 16
\-C, -B, | |4, =01 (&)

m m

Dla postaci rownania stanu mozna w optymalizacji para-
metrow regulatordw strumienia i momentu wykorzystaé
metody opisane w [21, 27].

Transmitancje momentu elektrycznego (8) i (12) opisuja
obiekty rozniczkujace drugiego rzedu i roznia si¢ wspot-
czynnikami.

Bledami obydwoch modeli matematycznych sa lewe
strony wyrazen (6) oraz (10). Linearyzacj¢ modelu (2) silni-
ka, badania symulacyjne oraz analizg btedéw przedstawio-
no w nastepnym punkcie.

4. SYMULACYJNE BADANIA POROWNAWCZE

Badania symulacyjne zostaly przeprowadzone w $rodowi-
sku MATLAB-Simulink z wykorzystaniem biblioteki Sim-
PowerSystems, w ktorej znajduje si¢ nieliniowy model sil-
nika indukcyjnego. Sygnaty wyjsciowe tego modelu zosta-
ly przyjete jako wzorcowe w poroéwnaniu z transmitancjami
4), (8) 1 (12).

Schemat symulacyjny uktadu zostal przedstawiony na
rysunku 3.

W badaniach symulacyjnych wykorzystano parametry
silnikow indukcyjnych z pracy [8]:

Dane napedu N1:

Py=3kW, Ugq=380V, Ip=69A,
J=0,007 kgm?, ny= 1415 obr/min, p,=2,
Rs=185Q, Ry=184Q, Lg=0,17H,
Lp=0,17H, L=0,16H, My=20Nm.
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Rys. 3. Badania poréwnawcze modeli matematycznych dla uktadu DTC-SVM
Dane napedu N2: Odpowiedzi skokowe uktadow przedstawione na rysun-
kach 4 oraz 6 praktycznie si¢ pokrywaja (A., = 0,593% oraz
Ay, = 0,314%). Oznacza to, ze przyjgta postac liniowego
przyblizenia modelu obwodu strumienia stojana jest catko-
wicie wystarczajaca.

Dodatkowo z tabeli 1 mozna odczytaé, ze wartosci wta-
sne (bieguny) zlinearyzowanego obwodu strumienia stoja-
na sa rzeczywiste i znacznie r6znia si¢ od siebie. Zroéznico-
wanie wartosci wlasnych jest rowniez widoczne na przebie-
gach strumienia (rys. 4 oraz 6), ktorych ksztalt jest zblizony
do odpowiedzi skokowej obiektu inercyjnego. Z tego po-
wodu mozna dokonaé uproszczenia transmitancji (4) do
element inercyjnego pierwszego rzedu:

PN: 15 kW, USN = 380\], ISN = 28,9 A,
J=0,875 kgm?, ny= 1460 obr/min, p, =2,

Rg=028Q, Rz=026Q, Lg=0,0635H,

Lp=0,0635H, L=0,0581H, My=98Nm.
Dla obydwoch silnikow znamionowy strumien stojana

. _ 2Ugy
wynosi Yy = T 0,98 Wb.
Na rysunkach 4, 5, 6 i 7 przedstawiono poréwnania od-
powiedzi skokowych transmitancji (4), (8), (12) oraz mode-
Iu nieliniowego dla napgdu N1 i N2.

W ocenie btedéw przyblizenia modeli matematycznych

=0
. —
wykorzystano: I Al Al
2 s G G Gy
PO X CACESTI0) an  GO= s T (18)
% Zyz(t) Sd — 2+ X1 X
! Cy v Cy
—_—
gdzie sygnaty y,, y; sa odpowiedzig skokowa modelu nieli- =0

niowego i liniowego (transmitancja). ) o o

Poréwnanie odpowiedzi skokowych modelu nieliniowe-
go 1 poszczegodlnych linearyzacji obwodu strumienia stoja-
na przedstawiono na rysunkach 4, 6, 8, 9.

Zestawienie wspotczynnikow transmitancji i btedow li-
nearyzacji modelu silnika zostalo zamieszczone w tabeli 1.

Tabela 1. Linearyzacja

N Gy (s) bieguny G, | Agy | Gar(s) wersja 1 bieguny Gy, Agrr | Gus(s) wersja 2 bieguny Gy Aoy
A, =948 A, =1515 A =1342

1| B,=190,1 M=-184 | 059 | B,,=190,1 |X,=-95%183| 9,94 | B,,=1792 | A,=-90%j172 | 1,05
C, = 1031 A =-5,59 Cyo = 42407 Cyns = 37565
Ay = 25,14 _ A, = 2843 _ Aps =238 _

2| By=5222 {”1_‘_‘2"’-22 031 | B,.=5222 il _ jg’i 9,93 B, =478 %1 - j% 0,996
Cy =110,9 N Cyz = 636,9 R Cps =533,1 S
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—naped N2
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Bledy przyblizenia dla przedstawionych przypadkow
wynosz odpowiednio Ay, = 1,37% oraz Ay, = 2,39% dla na-
pedu 1. oraz 2.

Uzyskane wyniki symulacyjne $wiadcza o tym, ze trans-
mitancja (18) moze zosta¢ wykorzystana w procesie opty-
malizacji regulatora strumienia. Dobor parametrow regula-
tora (np. proporcjonalno-catkujacego) dla tak prostego mo-
delu matematycznie jest bardzo prosty, co przyspiesza
proces projektowania uktadu automatycznej regulacji silni-
kiem.

Wigksze roznice w odpowiedziach modelowanych ukta-
dow wystepuja dla obwodu wytwarzania momentu elek-
trycznego (rys. 5 i 7), gdzie bledy dla transmitancji (8) wy-
nosza odpowiednio Ay = 9,95% oraz Ay, = 9,93%. Na-
tomiast dla transmitancji (12) biedy sa rowne Ay, = 1,05%
oraz Ay, = 1%, co $wiadezy o lepszym przyblizeniu mo-
delu silnika indukcyjnego.

5. PODSUMOWANIE

Wartykule przedstawiono liniowe modele matematyczne
silnika indukcyjnego. Ukazano je w postaci ciaglej transmi-
tancji operatorowe;j.

Model obwodu strumienia stojana charakteryzowat sig¢
btgdem mniejszym od 1% (transmitancja (4)) oraz ponizej
2,5% (transmitancja (18)).

Wpracy [13] przedstawiono zaleznosci pomigdzy pra-
dem stojana oraz wirnika w funkcji poslizgu i wynika
z nich, ze modul pradu i , jest zawsze mniejszy od modutu
1. Wynika stad, ze liniowy model (12) jest lepszym przy-
blizeniem nieliniowego modelu silnika (2), co rowniez zo-
stato potwierdzone w badaniach symulacyjnych. Btad przy-
blizenia modelu wytwarzania momentu elektrycznego byt
na poziomie 1%.

Przedstawione uproszczone modele matematyczne moga
zostaC wykorzystane w procesie optymalizacji para-
metrycznej regulatorow strumienia stojana oraz momentu
(rys. 2) [2, 8, 21, 22, 30].
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