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OBLICZENIE SZEROKO CI
RYS PROSTOPAD YCH BELKI ELBETOWEJ 
NA PODSTAWIE MECHANIKI ZNISZCZENIA**

1. Wst p

Rozwój technologii betonu zaowocowa  w ostatnich dziesi cioleciach powstaniem be-
tonów nowej generacji, które s  odpowiedzi  na konieczno  uwzgl dnienia w procesach 
inwestycyjnych dodatkowych czynników zwi zanych m.in. ze zwi kszonymi wymagania-
mi co do trwa o ci konstrukcji [19]. Konstrukcje elbetowe to ustroje z betonu wzmocnio-
ne w sposób celowy pr tami lub ta mami ze stali zbrojeniowej. W przypadku stosowania 
takich konstrukcji w budownictwie specjalnym niezb dny jest dobór odpowiednich metod 
i zakresu oblicze  w taki sposób, aby zosta y uwzgl dnione efekty niekorzystnych oddzia-
ywa  na konstrukcje.

W a ciwo ci  belek elbetowych jest pojawianie si  rys w tych cz ciach, w których 
napr enia osi gaj  wytrzyma o  betonu na rozci ganie. Rysy powstaj ce przy zginaniu s
w przybli eniu prostopad e do g ównego zbrojenia i biegn , ze sta ym rozstawem od brzegu 
elementu do osi oboj tnej [17]. Najwa niejszym parametrem, który charakteryzuje rysy jest 
szeroko  jej rozwarcia. Metoda obliczania szeroko ci rys zawarta w EC2 [16], oparta jest na 
znanych od dawna podstawach teoretycznych [18], wykorzystanych m. in. w pracach [1, 2] 
oraz w polskiej normie [14]. Wszystkie te normy podaj  zalecenia oraz wzory do oblicza-
nia tej warto ci, jednak wiadomo, e obliczone szeroko ci rys wed ug wspomnianych norm 
mog  znacznie ró ni  si  od otrzymanych podczas bada  do wiadczalnych.

Zastosowanie zasad mechaniki zniszczenia do opisania stanu napr enia zginanych 
elementów elbetowych z rysami, a zw aszcza do obliczenia szeroko ci rozwarcia rys pro-
stopad ych jest podej ciem perspektywicznym [3]. St d w niniejszym pracy przedstawiono 
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g ówne za o enia metody obliczania rozwarcia rys z wykorzystaniem ogólnych za o e  me-
chaniki zniszczenia oraz metody elementów sko czonych.

2. Wyznaczenie szeroko ci rys prostopad ych

Szeroko  rys oblicza si  na podstawie u rednionych warto ci odkszta ce  w betonie i stali zbro-
jeniowej [15]. Na rysunku 1 podano g ówne za o enia wykorzystywane w obliczeniach. Górny wy-
kres dotyczy odkszta ce  zbrojenia zginanego elementu, dolny za  odkszta ce  betonu. Na odcinku 
elementu mi dzy rysami odkszta cenia zbrojenia s  mniejsze od odkszta ce  w przekroju przez rys .

Ca kuj c ró nic  odkszta ce  stali sm i betonu cm na odcinku srm mi dzy rysami, wyzna-
cza si redni  szeroko  rysy:

Pomini cie nieznanych (w stosunku do s) odkszta ce  betonu rozci ganego ct pozwala 
okre li redni  szeroko  rozwarcia rysy, jako iloczyn redniego rozstawu rys srm i rednich
odkszta ce  zbrojenia cm w przekroju przez rys  (rys. 1):

Z kolei odkszta cenia zbrojenia sm oblicza si  z funkcji napr e  w przekroju zarysowanym [15].

3. Model matematyczny belki elbetowej

W rozpatrywanym stanie napr eniowo-odkszta ceniowym belki elbetowej o prze-
kroju prostok tnym, w której przy zginaniu momentem M w miejscu czystego zginania po-

Rys. 1. Odkszta cenia w zbrojeniu i betonie rozci ganym w chwili powstania rysy [15]

w dym s ct

srm

f f= -^ h# (1)

w sm rm sm sm sm, ,f f fD-^ h (2)
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wstaje system rys prostopad ych, przyj ty model matematycznym przewiduje rozmieszcze-
nie w strefi e rozci gania rys o jednakowej d ugo ci L z jednakowym rozstawem lcrc. Belka 
jest rozpatrywana, jako pr t o niesko czonej d ugo ci ze zbrojeniem ta mowym w strefi e 
rozci ganej betonu (dotyczy to konstrukcji elbetowych ze zbrojeniem zewn trznym [11], 
albo stosowane uproszczenia przy obliczaniu zwyk ych belek elbetowych ze zbrojeniem 
pr towym w strefi e rozci ganej). W warunkach p askiego stanu napr enia pole przekroju 
pr tów zbrojeniowych przyj to, jako równomiernie roz o one na szeroko ci przekroju belki 
w postaci warstwy spr ystej [3]. Oprócz tego, w analizowanym przypadku zrezygnowano 
z otulenia zbrojenia betonem, co oznacza rozmieszczenie zbrojenia w skrajnych w óknach
przekroju poprzecznego.

Wspólna praca zbrojenia oraz betonu belki elbetowej powstaje wskutek przyczepno ci
pomi dzy nimi. Modelowanie tego procesu wykonuje si  przez podzia  przekroju belki el-
betowej na trzy cz ci: zbrojenie, warstwa kontaktowa (WK) pomi dzy zbrojeniem a beto-
nem, oraz podstawowa cz  przekroju betonowego. Przez h1, h2 oraz h oznaczono wysoko
warstwy zbrojenia, WK i podstawowej cz ci przekroju belki (rys. 2).

Konieczno  wprowadzenia WK jest uwarunkowana w a ciwo ciami betonu, który 
znajduje si  strefi e kontaktu. Na podstawie do wiadcze  ustalono [4], e karby profi lowania 
zbrojenia wywo uj  zjawiska destruktywne, w szczególno ci koncentracje napr e  w strefi e 
wspó dzia ania zbrojenia z betonem. W szeregu prac [3–5] proponuje si  nie przeprowadza
szczegó owych bada  tego zjawiska, a ogranicza  si  jedynie przepisami i zasadami tech-
nicznej teorii przyczepno ci, wed ug której zale no ci pomi dzy napr eniami a odkszta -
ceniami w WK s  inne w porównaniu z odpowiednimi zale no ciami materia ów podsta-
wowych. Ze wzgl du na t  teori , napr enie przyczepno ci  zale y od przemieszczenia g
zbrojenia wzgl dem przygranicznych w ókien WK. Zwi zek (spr enie, powi zanie, wi -
zanie) nieliniowy(e) w WK pomi dzy napr eniami tn cymi przyczepno ci  a warto ci g
podano w [5], jako:

Rys. 2. Schemat belki elbetowej z rysami zbrojonej ta m  z warstw  kontaktow
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gdzie:
G2 — modu  spr ysto ci przy cinaniu WK, 

a i b — sta e przyczepno ci, które otrzymuje si  z bada  do wiadczalnych i zale  od 
rodzaju powierzchni zbrojenia, wytrzyma o ci oraz typu betonu, 

gkr = (  – 1)/a,

m x = b/  —  – podstawa logarytmu naturalnego.
Warto gk oblicza si , jako rozwi zanie równania:

Zale no  pomi dzy g oraz odkszta ceniem xy wyra a si  stosunkiem [5]:

W modelu matematycznym zbrojenie oraz podstawow  cz  przekroju belki mo na
rozpatrywa  jako cia a spr yste, które charakteryzuj  si  pocz tkowymi modu ami spr y-
sto ci Younga E1 i E oraz liczbami Poissona v1 i v.

Poniewa  zale no  pomi dzy warto ciami napr e cinaj cych oraz odkszta ceniami 
postaciowymi w WK s  nieliniowe, to w celu znalezienia sk adowych stanu napr eniowo-od-
kszta ceniowego, mo na zastosowa  metod  zmiennych parametrów spr ysto ci [6]. Zale -
no ci pomi dzy sk adowymi napr e ij i odkszta ce ij w WK mo na przedstawi  w postaci 
prawa Hooke’a, jednak ze zmiennymi parametrami w przypadku p askiego stanu napr enia:

Warto ci *, n*, G* wyznacza si  wed ug zale no ci:
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gdzie:

Uwzgl dniaj c, e warstwa kontaktowa betonu ze zbrojeniem belki elbetowej jest stre-
f  wysokich napr e  stycznych (tn cych), przyjmuje si , e w WK warto ci i oraz i s
zale ne jedynie od xy i xy i s  odpowiednio równe:

Wyznaczanie stanu napr eniowo-odkszta ceniowego belki przeprowadzono metod
elementów sko czonych. Belka zosta a zamodelowana jako pr t zbrojony, w którym zbro-
jenie i WK przyjmowano o wysoko ci jednego elementu sko czonego. Poszukiwanymi 
warto ciami by y przemieszczenia w z ów siatki elementów sko czonych tego pr ta, które 
wyznaczono ze znanego systemu liniowych równa  algebraicznych [7]:

gdzie:
 [K] — globalna matryca sztywno ci ca ego systemu,
 {Q} — wektor przemieszcze  w z ów,
 {F} — wektor si  w z owych, w którym podsumowano obci enia zewn trzne spro-

wadzone do w z ów.

Globaln  macierz sztywno ci [K] otrzymano z kilku macierzy sztywno ci osobnych 
elementów zbrojenia, WK oraz podstawowej cz ci belki. Do wymienionych macierzy 
wesz y modu y spr ysto ci E, E1 oraz liczby Poissona v i v1,  tak e obliczone wg for-
mu y (5) — warto ci E* i v* dla WK.

Uwzgl dniaj c zale no ci (6) i (7), spr ysto-plastyczne zadanie (z nieliniow
WK pr ta zbrojonego z systemem rys prostopad ych) sprowadza si  do rozwi za-
nia kolejnych (ci g ych) zada  spr ystych. Przeprowadzono to metod  iteracyjn ,
w której w pierwszym przybli eniu za o ono w WK Gi = 3G. Wówczas zmienne pa-
rametry spr ysto ci s  warto ciami sta ymi E* = E2, v* = v2, G* = G2. Nast pnie do 
rozwi zywania zadania wykorzystano algorytm metody zmiennych parametrów spr -
ysto ci [6].

Odleg o  mi dzy rysami 1 rc obliczono wg wzoru [8]:
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gdzie:

W tym wzorze:
 Wpl i Ws — spr ysto-plastyczne momenty (wska niki) wytrzyma o ci przekroju belki 

wzgl dem strefy rozci ganej przed i po pojawiania si  rysy;
 As i 1 — pole przekroju oraz parametr przekroju poprzecznego zbrojenia, wspó czyn-

nik 1 uwzgl dnia typ oraz profi l zbrojenia i dla pr tów zbrojeniowych o po-
wierzchni ebrowanej przyjmuje si  równy 0,7.

Przy zwi kszeniu warto ci momentu zginaj cego rysa zaczyna propagowa  w przypad-
ku, kiedy wspó czynnik nat enia napr enia KI osi ga warto  krytyczn KIC dla danego 
materia u. Wspó czynnik nat enia napr enia oblicza si  wed ug wzoru [7]:

gdzie:

 J — niezale na od obwodu ca ka Czerepanowa-Raisa,
 C — obwód, który wyznacza si  w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówki ze-

gara dooko a wierzcho ka rysy, wzgl dem osi Oy,
W — g sto  energii odkszta cenia,

 nj — sk adowa wektora jednostkowego normy zewn trznej do obwodu,
ui — sk adowa wektora przemieszcze .

Ca k J oblicza si  przy pomocy znanych sk adowych stanu napr eniowo-odkszta -
ceniowego. Warto KIC oblicza si  wed ug znanego wzoru empirycznego [9], w którym 
warto  modu u przyczepno ci K (K = KIC(0,5 )0,5) wyra a si  przez wytrzyma o  kostkow
betonu R (R20):
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gdzie:
R — podano w KG/cm2,
K — podano w KG/cm3/2.

Dla znanej wcze niej d ugo ci rysy, oblicza si  warto KI, któr  porównuje si  z warto ci
KIC. W przypadku ich ró nicy, d ugo  rysy przyjmuje si  inn . Procedur  powtarza si  do uzy-
skania zbie nych warto ci. W takim przypadku przyjmuje si , e d ugo  rysy jest wyznaczona.

Obliczanie rys w belce elbetowej zbrojonej ta m  stalow  mo na wykona  równie
z wykorzystaniem metody elementów sko czonych. Zamodelowano pr t o wysoko ci h,
szeroko ci b oraz d ugo ci 6h. System wielu rys w belce zamieniono na system z trzema 
rysami (rys. 2). Obliczenia przeprowadzono dla rysy rodkowej. Uwzgl dniaj c symetrie 
belki z rysami, rozpatrywana jedynie jej po ow , dla której zosta a zbudowana siatka nume-
ryczna z elementów sko czonych, zawieraj ca 400 liniowych czterok tnych komórek ele-
mentarnych. Uk ad wspó rz dnych xy przyj to z pocz tkiem w dolnej cz ci siatki. O Oy
skierowano wzd u  rysy, Ox — wzd u  dolnych w ókien zbrojenia. Warstw  zbrojenia oraz 
WK przyj to o wysoko ci jednego elementu sko czonego. Siatka numeryczna by a zag sz-
czana w pobli u wierzcho ków oraz osi rys. Warto  szeroko ci rozwarcia rysy wyznaczono 
podwajaj c warto  przemieszczenia w z a (poniewa  rozpatrywano po owa pr ta), który 
znajdowa  si  na pograniczu WK i podstawowej cz ci przekroju belki.

4. Obliczenia liczbowe oraz wyniki oblicze

W celu weryfi kacji proponowanej metody obliczania rozwarcia rys, uzyskane wyni-
ki porównano z wynikami bada  do wiadczalnych [10] oraz z wynikami oblicze  szero-
ko ci rys w strefi e czystego zginania belki elbetowej wed ug norm [1, 2] oraz Eurokodu 
2 [13, 15–17]. Wszystkie oznaczenia we wzorach obliczeniowych pozostawiono zgodnie 
z przyj tymi w orygina ach wykorzystanych Norm.

W normie SNiP 1989 [1] obliczenia warto ci szeroko ci rozwarto ci rys prostopad ych
acrc wykonuje si  wed ug wzoru:

Wg Eurokodu 2 [15] szeroko  rys wk mo na obliczy  ze wzoru:

w którym:
 sr,max — maksymalny rozstaw rys,

sm — rednie odkszta cenie zbrojenia,

cm — rednie odkszta cenie betonu mi dzy rysami.

,a
E

d20 3 5 100crc i

s

s 3d{ v n= -^ h (13)

w s ,maxk r sm cmf f= -^ h (14)
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Warto sm – cm mo na oblicza  ze wzoru:

gdzie:

s — napr enie w zbrojeniu rozci ganym, obliczone przy za o eniu, e przekrój 
jest zarysowany,

e — stosunek Es/Ecm.

Ap, Ac,eff, 1 — jak zdefi niowano w [16].

Obliczenia liczbowe przeprowadzono dla belki badawczej o parametrach podanymi 
w pracy [10] (belka BI-3):

h = 0,365 m, b = 0,144 m, 1 = 190000 P , R = 54,9 P , rc = 12,7 kNm,  = 0,94%, 
As = 4,94·10-4 m2,

gdzie:
b — szeroko  belki,

 — stopie  zbrojenia,

rc — moment rysuj cy,
As — pole przekroju zbrojenia.
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Rys. 3. Zale no ci szeroko ci rozwarcia rys od napr enia w zbrojeniu xx

xx, MPa

acrc, MPa

wg proponowanej metody [12]
wg wzoru podanego w [1]
wg wzoru podanego w [2]

wg Eurokodu 2 [16]

wg bada  do wiadczalnych w [10]
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Wysoko  zbrojenia h1 w siatce elementów sko czonych modelu wyznaczono, jako sto-
sunek warto ci As do szeroko ci belki b. Wysoko  WK przyj to równ  wysoko ci ta my
(h2 = h1). Liczb  Poissona v1 dla stali przyj to 0,3; dla betonu oraz WK (pocz tkowy) — 0,2. 
Modu  spr ysto ci betonu i granic  plastyczno ci zbrojenia stali klasy A-IV (20XGST) po-
dano w pracy [8].

Obliczenia wykonano do chwili osi gni cia w zbrojeniu, w przekroju zarysowanym 
napr e  normalnych xx równych granicy plastyczno ci (400 MPa). Na wykresach (rys. 3) 
pokazano zale no ci szeroko ci rozwarcia rys od napr e  w zbrojeniu w przekroju zaryso-
wanym xx.

5. Wnioski

Wyniki oblicze  przeprowadzonych wed ug zaproponowanej metody, zadowalaj co1)
zgadzaj  si  z wynikami bada  do wiadczalnych. Maksymalna ró nica pomi dzy wy-
nikami bada  do wiadczalnych a wynikami oblicze  stanowi 13,9%, 108,1 % — dla 
wzoru podanego w [1], 48,7% — dla wzoru podanego w [2] oraz 32,4% — dla wzoru 
podanego w [16]. Minimalna ró nica wynosi odpowiednio — 1,6%, 15,8%, 62,1% oraz 
12,0%.
Wykorzystanie przedstawionej w artykule metody obliczenia szeroko ci rozwarcia rys 2)
prostopad ych w belkach elbetowych umo liwia osi gni cie lepszej dok adno ci wyni-
ków oblicze  w porównaniu ze stosowanymi metodami w normach projektowania.
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