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1. Wprowadzenie

Analizuj¹c analityczne prace badawcze, dotycz¹ce oddzia³ywania eksploatacji górni-
czej na otaczaj¹cy górotwór, trzeba zauwa¿yæ, i¿ pogl¹dy w tej dziedzinie nie s¹ jednolite.
W opublikowanych pracach przewa¿aj¹ opracowania obejmuj¹ce fragment górotworu
znajduj¹cy siê nad elementami eksploatacji i na tym tle mniej licznie reprezentowane s¹
prace rozpatruj¹ce te wp³ywy w odniesieniu do warstw wystêpuj¹cych poni¿ej. Tymcza-
sem w praktyce górniczej, z uzasadnionych powodów, preferowanym oraz powszechnie
stosowanym kierunkiem wybierania pok³adów jest eksploatacja z góry na dó³.

Charakterystyczne dla metod matematycznych opisuj¹cych budowê oœrodka skalnego
jest operowanie pewnymi modelami górotworu, co poci¹ga za sob¹ koniecznoœæ przyjmo-
wania okreœlonych za³o¿eñ upraszczaj¹cych. W wiêkszoœci analitycznych prac górotwór
jest traktowany jako oœrodek ci¹g³y, jednorodny, izotropowy, liniowo- czy lepkosprê¿ysty.
Za³o¿enia te dalece odbiegaj¹ od rzeczywistej budowy oœrodka skalnego, który w wiêkszo-
œci przypadków sk³ada siê z warstw posiadaj¹cych znane i mierzalne parametry geomecha-
niczne, a przecie¿ w zale¿noœci od w³asnoœci odkszta³ceniowych poszczególnych warstw
skalnych, obci¹¿enia przekazywane z warstwy do warstwy s¹ ró¿ne. Wymienione
przes³anki stanowi³y asumpt opracowania teoretycznych zasad tworzenia modelu góro-
tworu uwarstwionego.

2. Geomechaniczny model górotworu uwarstwionego

2.1. Za³o¿enia modelu i funkcja naprê¿eñ

Z uwagi na wzrastaj¹c¹ g³êbokoœæ eksploatacji z³o¿a wielopok³adowego i zwi¹zan¹
z tym, racjonaln¹ w wiêkszoœci przypadków, kolejnoœæ wybierania pok³adów od wy¿szych
ku ni¿szym, zakres rozwa¿añ dotyczy wp³ywu eksploatacji na kszta³towanie siê stanu na-
prê¿eñ i przemieszczeñ w ni¿ej zalegaj¹cym oœrodku skalnym (rys. 1).
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Rys. 1. Geomechaniczny model górotworu uwarstwionego



Tworz¹c geomechaniczny model górotworu uwarstwionego przyjêto nastêpuj¹ce
za³o¿enia (rys. 1) [1, 6]:

— konkretny element eksploatacji (front eksplotacyjny, zasz³oœæ eksploatacyjna) modelo-
wany jest odpowiednim rozk³adem naprê¿eñ �z(x,0), �xz(x,0) lub przemieszczeñ [2];

— miêdzy elementem eksploatacji a rozpatrywanym poziomem zj–1 zalega n warstw
(n = 1, 2, 3, ..., j), stanowi¹cych jednorodne, izotropowe i ograniczone pasma sprê¿y-
ste o parametrach:

hj — gruboœæ,
Ej, �j — parametry odkszta³ceniowe;

— zalegaj¹ce poni¿ej poziomu zj utwory skalne, modelowane s¹ jednorodn¹ i izotropow¹
pó³p³aszczyzn¹ sprê¿yst¹ o parametrach E� �,� ;

— w celu uwzglêdnienia w³asnoœci reologicznych ska³ wykorzystano analogiê lepkosprê-
¿ystoœci, polegaj¹c¹ na zast¹pieniu sta³ych sprê¿ystoœci przez operatory

~
,~E j j� , zdefi-

niowane w nastêpuj¹cy sposób:
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gdzie:

E Ej j
0
( ) ( ), � — natychmiastowy i d³ugotrwa³y modu³ odkszta³cenia j-tej warstwy,

� ( )j
— liczba Poissone’a j-tej warstwy,

� �( ) ( ),j j
— parametry reologiczne j-tej warstwy;

— przyjêto nastêpuj¹ce rodzaje wspó³pracy kontaktuj¹cych siê ze sob¹ warstw: poœlizgo-
wy (brak tarcia i kohezji), kohezyjny oraz tarciowy;

— analizowany uk³ad rozpatrywano w p³askim stanie odkszta³cenia.

Przy za³o¿eniu p³askiego stanu odkszta³cenia i wykorzystaniu analogii lepkosprê¿y-
stoœci zagadnienie kszta³towania siê stanu naprê¿eñ w górotworze uwarstwionym sprowa-
dzone zosta³o do kwestii wspó³pracuj¹cych ze sob¹ pasm sprê¿ystych [3, 5]. Przy tych
za³o¿eniach w ka¿dym paœmie oraz po³o¿onej poni¿ej pó³p³aszczyŸnie spe³nione jest
równanie biharmoniczne:
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gdzie: F x zj ( , ) – funkcja naprê¿eñ definiuj¹ca sk³adowe tensora naprê¿enia i wektora
przemieszczenia w j-tej warstwie.

35



Sk³adowe te definiuj¹ wzory:
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Problem rozwi¹zania równania biharmonicznego sprowadza siê do znalezienia odpo-
wiednich funkcji naprê¿eñ F x zj ( , ). W odniesieniu do rozpatrywanego problemu wykorzy-
stana zosta³a metoda zespolonej transformacji ca³kowej Fouriera [4], wed³ug której trans-
formaty proste odpowiednich funkcji definiuje wzór:

� �( , )� �z x z e dx
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zaœ transformaty odwrotne okreœla formu³a:
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Transformata funkcji naprê¿eñ F zj ( , )� dla j-tej warstwy ma postaæ:

F z A B z e C D z ej j j
z

j j
z( , ) ( ) ( )� � �� � � � � (8)

z kolei transformatê funkcji naprê¿eñ F z� ( , )� dla pó³p³aszczyzny opisuje zwi¹zek:

F z C D z e z
� � �

�� �( , ) ( )� � (9)

gdzie: A j , B j , C j , D j , C� , D� sta³e ca³kowania wyznaczane z odpowiednich warunków
brzegowych.
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Transformaty sk³adowych tensora naprê¿enia i wektora przemieszczenia w rozpatry-
wanych warstwach b¹dŸ zalegaj¹cej poni¿ej pó³p³aszczyŸnie definiuj¹ wzory:
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Odpowiednie pochodne transformat funkcji naprê¿eñ maj¹ postaæ:

— dla j-tej warstwy:
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— dla pó³p³aszczyzny:
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Podstawiaj¹c powy¿sze wyra¿enia do ogólnych wzorów na transformaty sk³adowych
tensora naprê¿enia i wektora przemieszczenia otrzymano:
— dla j-tej warstwy:
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— dla pó³p³aszczyzny:
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Wyprowadzone wzory, definiuj¹ce transformaty poszczególnych funkcji, pozwalaj¹
po wyznaczeniu, z odpowiednich warunków brzegowych, sta³ych ca³kowania, na okreœle-
nie poszukiwanych sk³adowych tensora naprê¿enia i wektora przemieszczenia.

2.2. Okreœlenie warunków brzegowych

W celu wyznaczenia sta³ych ca³kowania, zawartych w transformatach sk³adowych
tensora naprê¿enia i wektora przemieszczenia dla poszczególnych warstw i dla pó³p³asz-
czyzny konieczne jest zdefiniowanie odpowiednich warunków brzegowych [1, 6]. Warunki
te tworz¹ dwie grupy: do pierwszej z nich nale¿¹ warunki na poziomie zasz³oœci, modelo-
wanych zgodnie z za³o¿eniami odpowiednim rozk³adem naprê¿eñ lub przemieszczeñ (ist-
nieje mo¿liwoœæ formu³owania mieszanych warunków brzegowych); drug¹ grupê tworz¹
warunki okreœlaj¹ce wspó³pracê warstw na kontaktach, rozpatrywan¹ dla wariantów kon-
taktu: bez tarcia i kohezji, kohezyjnego oraz tarciowego.
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Definiuj¹ce stan naprê¿enia i przemieszczenia warunki brzegowe okreœlaj¹ wyra¿enia:
— Na poziomie zasz³oœci (dla z = 0):

dla �� $ $ �

�

�

�
�
�

��

x

x x

x x

z z

xz xz

� �

� �

( , ) ( )

( , ) ( )

( )

( )

0

0

0

0

(18)

lub

w x w x

u x u x

( , ) ( )

( , ) ( )

( )

( )

0

0

0

0

�

�

�
�
�

��
(19)

gdzie odpowiednie transformaty Fouriera wynosz¹:
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Na podstawie powy¿szych formu³ uk³ad równañ algebraicznych, gdzie niewiadomymi
s¹ sta³e ca³kowania, ma postaæ:
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— Na kontakcie warstw: (j–1) i j-tej
Bez wzglêdu na rodzaj kontaktu miêdzy warstwami zachodzi ci¹g³oœæ naprê¿eñ pio-
nowych oraz przemieszczeñ pionowych. St¹d te¿ dla wszystkich analizowanych wa-
riantów wspó³pracy warstw na kontaktach, dla z = zj spe³nione s¹ równania:
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Pozosta³e warunki brzegowe, zale¿ne od rozpatrywanego kontaktu, opisuj¹ nastê-
puj¹ce relacje:
• Wariant I – na kontakcie warstw wystêpuj¹ si³y spójnoœci (tzw. „zszycie” warstw)
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• Wariant II – na kontakcie brak si³ spójnoœci i si³ tarcia (tzw. „poœlizg” warstw)
dla z = zj
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• Wariant III – na kontakcie warstw wystêpuj¹ si³y tarcia
dla z = zj
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gdzie: % – wspó³czynnik tarcia.
— Dla pó³p³aszczyzny: z & �

� z
( )� � 0 (28)

Celem wyznaczenia, z powy¿szych warunków brzegowych, sta³ych ca³kowania nale-
¿y rozwi¹zaæ uk³ad sk³adaj¹cy siê z (4j – 2) równañ algebraicznych, a nastêpnie wyzna-
czyæ odwrotne transformaty Fouriera sk³adowych tensora naprê¿enia i wektora przemiesz-
czenia. Sk³adowe te, na dowolnym poziomie poni¿ej prowadzonej lub dokonanej
eksploatacji, mo¿na okreœliæ wed³ug wzorów:
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— dla j-tej warstwy:
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— dla pó³p³aszczyzny:
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3. Podsumowanie

Przedstawiony aparat matematyczny pozwala na okreœlanie sk³adowych tensora na-
prê¿enia i wektora przemieszczenia w oœrodku wielowarstwowym, zalegaj¹cym poni¿ej
prowadzonej lub dokonanej eksploatacji.

Zaprezentowany geomechaniczny model górotworu uwarstwionego mo¿e byæ wyko-
rzystywany zarówno do celów poznawczych, jak i aplikacyjnych. Modelowanie górotworu
oœrodkiem wielowarstwowym pozwala wyjaœniæ wiele zjawisk zachodz¹cych w górotwo-
rze. Umo¿liwia analizê wp³ywu geometrycznych i geomechanicznych parametrów warstw
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oraz charakteru wspó³pracy pomiêdzy warstwami. Mo¿e byæ tak¿e pomocnym w ocenie,
wynikaj¹cego miêdzy innymi z grubowarstwowej budowy górotworu, zagro¿enia
wstrz¹sami i t¹paniami.
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