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MOŻLIWOŚCI POPRAWY DOKŁADNOŚCI APROKSYMACJI 
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1. Wstęp 

W analizie przebiegu procesów przeróbki surowców mineralnych kluczową rolę od-
grywają krzywe składu, czyli krzywe ilustrujące zależność ilości danej frakcji od cechy tej 
frakcji. Krzywe składu mogą być nieskumulowane lub skumulowane (krzywe rozkładu, 
prawdopodobieństwa, gęstości, dystrybuanty). Ze względu sposób wyznaczania krzywych 
składu (kilka lub kilkanaście punków pomiarowych), stosuje się zwykle graficzne metody 
aproksymacji otrzymanych danych. Kolejne punkty kumulowanej krzywej składu (dystry-
buanty empirycznej) mają na osi y sumę ilości (wychodów) kolejnych frakcji, co jest powo-
dem kumulacji błędów oraz zmiany rangi punktów mierzonej np. przyrostem wychodów. 

Aby właściwie wyeksponować rangę (jakość) punktów wyznaczających dystrybuantę 
empiryczną w procedurach aproksymacyjnych należy uwzględnić następujące ich kwalifi-
kacje:  

— ograniczenie liczby punktów branych pod uwagę w obliczeniach (zastosowanie roz-
kładów uciętych lub cenzurowanych), 

— pominięcie punktów wątpliwych (elementy analizy błędów), 
— nadanie punktom wag w zależności od ich wkładu w sumaryczną wartość dystrybuanty. 

Prezentowany artykuł jest poświęcony szczegółowej analizie wymienionych wyżej po-
dejść do poszukiwania wzorów aproksymacyjnych dystrybuant rozkładów cech materiałów 
uziarnionych [1, 2, 7, 9, 11−14, 17, 19, 21]. 
                                                           
  * Wydział Górnictwa i Geoinżynierii, Akademia Górniczo-Hutnicza, Kraków 
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2. Zastosowanie rozkładów cenzurowanych 
⎯ problemy ustalenia granicy cenzurowania 

Przy analizie krzywych składu materiałów uziarnionych należy uwzględniać rzeczy-
wisty zakres zmian wartości badanej cechy i stosować, jako wzory aproksymujące funkcje 
gęstości, czy dystrybuanty, wzory dla rozkładów cenzurowanych lub uciętych. Generalnie, 
obydwa rodzaje takich rozkładów dotyczą wielkości o ograniczonych przedziałach zmien-
ności danej cechy, przy czym dla rozkładów uciętych stosuje się przeliczenie wartości dy-
strybuant przy użyciu wartości rozkładu podstawowego (wyznaczonego dla pełnego, nawet 
nieskończonego, zakresu zmienności) w punkcie jego podziału na części (umownego po-
działu na produkty), a dla rozkładu cenzurowanego ⎯ modyfikację określenia zmiennej 
(cechy) prowadzącą do rozszerzenia zakresu jej wartości na przedział nieograniczony lub 
zamknięcia w przedziale <0, 1>. 

Równaniami empirycznymi (rozkładami) stosowanymi w praktyce, dla krzywych skła-
du ziarnowego, (po zmianie przedziału <0, dmax> na przedział <0, 1>) są: 

— rozkład potęgowy o dystrybuancie (wzór Gaudina-Schuhmanna) 

 ( ) max
max

, 0 ;
k

dF d d d
d

⎛ ⎞
= ≤ ≤⎜ ⎟⎝ ⎠

 (1) 

— rozkład Gaudina-Meloya o dystrybuancie 
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— rozkład Harrisa o dystrybuancie 
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gdzie F(d) oznacza kumulowany (sumowany) wychód poszczególnych frakcji zawartych 
w materiale ziarnistym a d jest cechą ziarna (na przykład jego rozmiar), dmax to maksymalny 
wymiar ziarna, dla którego F(d) = 1; s i k to parametry stałe.  

Powszechnie stosowanymi równaniami do analizy wielkości ziaren są: rozkład Weibulla 
(wzór Rosina-Rammlera), rozkład logarytmiczno-normalny oraz rozkład logistyczny, opar-
te na przedziale zmienności (0, +∞). Transformując wielkość ziarna do wielkości: 
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oraz 
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d
d d
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− ξ −

 (5) 

możemy dystrybuanty rozkładów cenzurowanych zapisać wzorami: 

— rozkład Weibulla 
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— rozkład logarytmiczno-normalny 
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— rozkład logistyczny 
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Zagadnienie cenzurowania rozkładu empirycznego polega generalnie na modyfikacji 
zakresu zmienności zmiennej niezależnej, którą w naszej pracy będzie rozmiar wielkości 
ziarna (d). W pełnym rozkładzie zmienna d może zmieniać się w granicach (0, +∞), przy 
stosowaniu procedury cenzurowania, zaś zakres ten się zmienia na przedział (0, dmax). We 

wzorze opisującym rozkład empiryczny zmienna d przyjmuje postać
max

d
d d

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

Opisana procedura cenzurowania dotyczy przypadku ograniczenia rozkładu od góry, 
kończąc go na przyjętej arbitralnie wartości maksymalnej zmiennej niezależnej d wynoszą-
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cej dmax. Istnieje także możliwość ocenzurowania rozkładu „od dołu”, czyli ustalenia mini-
malnej wartości dmin, w rezultacie tego zakres stosowalności wzoru będzie w przedziale 
(dmin, +∞). Można dokonać też cenzury rozkładu z obu stron, wtedy we wzorze zamiast war-

tości d występuje wartość min

max

d d
d d

⎛ ⎞−
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

Można przyjąć, że cenzurowany rozkład Weibulla ma udokumentowane zastosowania 
praktyczne [3, 10]. Kołmogorow i Epstein [7, 12] wykazali zasadność stosowania rozkładu 
logarytmiczno-normalnego do opisu rozdrabniania drobnego. Ustalenie dokładnej wartości 
dmax jest niemożliwe i należy rozważyć szacowanie tej wartości metodą aproksymacji. Jeże-
li przyjmiemy, że któryś ze wzorów opisanych wyżej jest dobrym przybliżeniem dystry-
buanty rozkładu wielkości ziaren w rozpatrywanym zbiorze, to można wskazać dmax jako 
wartość, która minimalizuje sumę kwadratów odchyleń między wartościami dystrybuant ⎯ 
rzeczywistymi i aproksymowanymi (metodą kolejnego wprowadzania wartości dmax więk-
szych od wymiaru oczka największego używanego sita w analizach). 

W pracy [10] zostały przedstawione wyniki kruszenia różnych surowców w kruszarce 
szczękowej oraz aproksymacje dystrybuant rozkładem cenzurowanym Weibulla, wzorem 
sugerowanym przez zespół badaczy włoskich [3]. Wykorzystując dane z wymienionej pracy 
dokonano aproksymacji danych empirycznych wzorami określającymi dystrybuantę rozkła-
du Weibulla (wzorem Rosina-Rammlera-Bennetta) oraz dystrybuanty cenzurowanych roz-
kładów Weibulla (dla dmax równych odpowiednio 45, 52 i 60 mm). Efekty aproksymacji 
przedstawiono na rysunku 1.  

 

Rys. 1. Aproksymacja danych eksperymentalnych dotyczących składu ziarnowego 
w postaci wychód skumulowany F(d) jako funkcja rozmiaru oczka większego sita 

danej klasy ziarnowej d cenzurowanym rozkładem Weibulla (RRB) 

Jak łatwo zauważyć, dobór wartości dmax ma bardzo istotny wpływ na dokładność apro-
ksymacji (wartości odchyleń resztowych sr). Wartości odchyleń resztowych sr oblicza się 
z zależności: 
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Należy podkreślić, że klasyczny rozkład Weibulla raczej nie powinien być stosowany 
do aproksymacji danych rzeczywiście opisujących skład ziarnowy materiału. 

3. Aproksymacja uwzględniająca wkład (wagi) punktów 
w wartości dystrybuanty 

Ze względu na to, że drugie współrzędne punktów wyznaczających dystrybuantę em-
piryczną badanego rozkładu cechy materiału uziarnionego powstają przez sumowanie wy-
chodów klas lub frakcji (F(d)), można rozpatrywać aproksymację dystrybuanty uwzględ-
niającą rolę poszczególnych punktów mierzoną przyrostem wartości dystrybuanty (wagę 
punktu). Jeżeli zadanie minimalizacji ważonej sumy kwadratów odchyleń zapiszemy w po-
staci: 
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to w przypadku linearyzacji wzoru aproksymującego otrzymujemy klasyczne wzory na pa-
rametry prostej a i b, tzn. 
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Wyniki aproksymacji z użyciem wag, które są przyrostami wychodów, przedstawiono 
na rysunku 2. Zmiana wartości sr dla aproksymacji jest spowodowana tym, że krzywa do-
stosowuje się do wybranych (bardziej obciążonych punktów), zwiększając różnice w punk-
tach pozostałych. Zasadność tego typu aproksymacji jest dyskusyjna i powinna być komen-
towana w każdym przypadku jej stosowania. 
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Rys. 2. Aproksymacja danych empirycznych przy uwzględnieniu wag  

4. Nieparametryczne metody aproksymacji dystrybuant 
rozkładów cech materiałów uziarnionych  

Przedstawione metody aproksymacji bazowały na konkretnych wzorach określających 
dystrybuantę rozkładu badanej cechy materiału uziarnionego, zwłaszcza wielkości ziarna. 
W wielu przypadkach nie ma żadnych podstaw do preferowania określonego rozkładu ce-
chy, który może być rozkładem absolutnie nietypowych, nie stwarzającym możliwości linea-
ryzacji wzoru określającego dystrybuantę. W takich przypadkach można, dla aproksymacji 
dystrybuanty zastosować tzw. metody nieparametryczne sprowadzające się do wykorzysta-
nia rozwinięcia funkcji w szereg Fouriera [5, 23, 24] lub metod wykorzystujących funkcje 
jądrowe. W przypadku wykorzystywania metody Fouriera celem jest znalezienie funkcji 
gęstości (lub dystrybuanty — zależne jest to od postaci zestawu danych empirycznych) 
o postaci: 

 ( ) ( )
0

j j
j

f x Q x
∞

=

= ϕ∑  (9) 

gdzie Qj oznacza współczynniki Fouriera zadane wzorem: 
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Aby to zrealizować, zadany zbiór danych empirycznych musi zostać sprowadzony do prze-

działu [0, 1], za pomocą transformacji liniowej d aX
b a
−=
−

(w naszym przypadku b = dmax,  

a a = 0. Tym samym otrzymujemy ciąg ( ){ } ,n xϕ który jest ciągiem funkcyjnym ortonor-

malnym na przedziale [0, 1]. 
Estymatorem gęstości badanego rozkładu jest suma częściowa szeregu Fouriera 

 ( ) ( )
0

J

J j j
j

f x Q x
=

= ϕ∑  (11) 

gdzie J nazywamy parametrem obcięcia. 
 

Jako estymator współczynników Fouriera ˆ
jQ przyjmuje się: 
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1ˆ
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j j i
i

Q x
n =

= ϕ∑  (12) 

Estymator ten jest estymatorem nieobciążonym i mocno zgodnym. 
Za estymator dla parametru obcięcia Ĵ można przyjąć: 
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0
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n

s
J J

a
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przyjmuje wartości równe współczynnikowi s najmniejszego elemen-

tu spośród (a0, ..., as), natomiast Jn oznacza część całkowitą liczby 4 + 0,5ln n. 
Inną możliwością nieparametrycznej aproksymacji są metody jądrowe oparte na tzw. 

funkcji jądrowej, której postać może być różnorodna [4, 6, 8, 16, 18]. Wówczas dla zadanej 
prostej próbki losowej X1, ..., Xn estymator jądrowy gęstości definiuje się jako: 

 ( )
1

1ˆ
n

i

i

x x
f x K

nh h=

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠∑  (14) 

gdzie K(x) oznacza funkcję jądrową, spełniającą warunek: 

 ( )d 1K x x
∞

−∞

=∫  (15) 

x1, ..., xn oznacza realizację próbki X1, ..., Xn natomiast h > 0 jest parametrem zwanym sze-
rokością pasma lub parametrem wygładzającym.  
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Dla naszych danych zostały wykorzystane funkcje jądrowe: jądro Epanechnikowa oraz 
jądro Gaussa, określone wzorami: 

 ( )
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2

3 1 51 dla
54 5 dla 50

x bx
K x bb

x b
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Optymalna szerokość pasma zdefiniowana jest wzorami: 

— dla jądra Epanechnikowa 

 
1
5

opt 1,056h n
−

= σ  (18) 

— dla jądra gaussowskiego 
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gdzie:  
 n ⎯ liczebność próbki; 
 σ ⎯ odchylenie standardowe. 

W praktyce σ zastępujemy estymatorem s obliczonym na podstawie próbki losowej 
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n

i
i

s x x
n =

= −∑  

Na rysunku 3 zamieszczono wykresy aproksymant otrzymanych za pomocą metod nie-
parametrycznych. Wyniki otrzymywane metodami jądrowymi są do siebie bardzo zbliżone 
i można powiedzieć, że ich dokładność jest w zasadzie jednakowa. Nieco gorsze efekty 
dała metoda Fouriera. W porównaniu do tzw. rozkładów klasycznych, jedynie rozkład lo-
gistyczny dał lepsze wyniki dopasowania. 
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Rys. 3. Aproksymacja danych empirycznych nieklasycznymi rozkładami 

5. Podsumowanie 

Prezentowane w artykule zagadnienia związane z matematycznym opisem (aproksy-
macją) empirycznych krzywymi charakteryzującymi rozkłady cech materiałów uziarnionych 
pokazują różnorodność realizacji oraz interpretacji wyników. Okazuje się, że najważniej-
szym argumentem przy doborze sposobu aproksymacji są dalsze cele jej zastosowań. Jeżeli 
kumulowane wychody (równania dystrybuant) frakcji (klas ziarnowych) są podstawą mo-
delowania pracy kruszarek czy klasyfikatorów, to odpowiedni wzór (dystrybuanta) gra klu-
czową rolę. Uzależniając parametry wzoru od charakterystyk techniczno-technologicznych 
urządzeń można prowadzić symulację jego pracy oraz poszukiwać warunków optymalnych 
przy przyjętych kryteriach oceny (np. ekonomicznych) [20]. Kwestia dokładności aproksy-
macji dystrybuanty rozkładu cenzurowanego (uzależnionej od produkowanego dmax) w takich 
badaniach nabiera bardzo istotnego znaczenia. Należy jeszcze raz podkreślić, że przy pro-
ponowaniu postaci dystrybuanty powinno się kierować chociażby minimalnymi uzasadnie-
niami teoretycznymi jej postaci. 

W wielu przypadkach użycie wychodów klas jest niezbędne przy modelowaniu prze-
biegu procesów, które nie jest nakierowane na określenie składu materiału. W takich przy-
padkach użycie nieparametrycznych metod aproksymacji dystrybuant jest uzasadnione i umo-
tywowane dużą dokładnością tej metody (pod warunkiem niezmienności przebiegu dystry-
buanty rzeczywistej). Nieparametryczna metoda aproksymacji dystrybuant była używana 
także do generowania dystrybuant rozkładów wielowymiarowych cech materiału po przyję-
ciu, że cechy te są stochastycznie niezależne [15]. 

Na podstawie przeprowadzonych badań można sformułować wnioski: 

1) Przy opisie kumulowanych krzywych składu ziarnowego powinno się preferować roz-
kłady cenzurowane, zwłaszcza rozkłady Weibulla, logarytmiczno-normalny i logistyczny. 
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Dobór wartości cenzurowania powinien być dokonywany dla każdego przypadku me-
todą kolejnych przeliczeń. 

2) Warto stosować, w uzasadnionych przypadkach, nieparametryczne metody estymacji, 
które pozwalają zwiększyć jej dokładność. 

3) Dokładność aproksymacji krzywych składu ziarnowego może być oceniana tylko na 
podstawie odchylenia resztowego sr, wyznaczanego dla wartości dystrybuant, a nie ich 
przekształceń funkcyjnych. 

W tym miejscu warto odnotować także jedną istotną uwagę. Jeżeli przyjmuje się wzór 
aproksymujący daną dystrybuantę rozkładu cechy materiału uziarnionego (uzasadniony lub 
nie), to dokładność aproksymacji nie zależy od przyjętej metody minimalizacji odchyleń 
resztowych określanych jako suma (lub jej przetworzenie) kwadratów różnic między wartoś-
cią rzeczywistą a estymowaną. Wyznaczane wartości parametrów mogą różnić się minimal-
nie w zależności od stosowanej metody obliczeń (linearyzacja zależności, nieliniowe mode-
le, zastosowanie technik ewolucyjnych). 
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