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MOZLIWOSCI POPRAWY DOKtLADNOSCI APROKSYMACJI
KRZYWYCH SKLADU MATERIALOW UZIARNIONYCH

1. Wstep

W analizie przebiegu proceséw przerobki surowcoéw mineralnych kluczowa rolg od-
grywaja krzywe sktadu, czyli krzywe ilustrujace zalezno$¢ ilosci danej frakcji od cechy tej
frakcji. Krzywe sktadu moga by¢ nieskumulowane lub skumulowane (krzywe rozktadu,
prawdopodobienstwa, gestosci, dystrybuanty). Ze wzgledu sposdéb wyznaczania krzywych
sktadu (kilka lub kilkanascie punkéw pomiarowych), stosuje si¢ zwykle graficzne metody
aproksymacji otrzymanych danych. Kolejne punkty kumulowanej krzywej sktadu (dystry-
buanty empirycznej) maja na osi y sumg ilosci (wychodéw) kolejnych frakcji, co jest powo-
dem kumulacji bleddéw oraz zmiany rangi punktow mierzonej np. przyrostem wychodow.

Aby wiasciwie wyeksponowac range (jakos$¢) punktow wyznaczajacych dystrybuantg
empiryczna w procedurach aproksymacyjnych nalezy uwzglednié nastgpujace ich kwalifi-
kacje:

— ograniczenie liczby punktéw branych pod uwage w obliczeniach (zastosowanie roz-
ktadow ucigtych lub cenzurowanych),

— pominigcie punktow watpliwych (elementy analizy bledow),

— nadanie punktom wag w zaleznosci od ich wktadu w sumaryczna warto$¢ dystrybuanty.

Prezentowany artykut jest poswigcony szczegdlowej analizie wymienionych wyzej po-
dej$¢ do poszukiwania wzoré6w aproksymacyjnych dystrybuant rozktadow cech materiatlow
uziarnionych [1,2, 7,9, 11-14, 17, 19, 21].
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2. Zastosowanie rozkladow cenzurowanych
— problemy ustalenia granicy cenzurowania

Przy analizie krzywych sktadu materiatdbw uziarnionych nalezy uwzglednia¢ rzeczy-
wisty zakres zmian warto$ci badanej cechy i stosowac, jako wzory aproksymujace funkcje
gestosci, czy dystrybuanty, wzory dla rozktadéw cenzurowanych lub ucigtych. Generalnie,
obydwa rodzaje takich rozktadow dotycza wielko$ci o ograniczonych przedziatach zmien-
no$ci danej cechy, przy czym dla rozkladéw ucigtych stosuje si¢ przeliczenie warto$ci dy-
strybuant przy uzyciu wartosci rozktadu podstawowego (wyznaczonego dla pelnego, nawet
nieskonczonego, zakresu zmiennosci) w punkcie jego podzialu na czgsci (umownego po-
dzialu na produkty), a dla rozktadu cenzurowanego — modyfikacj¢ okreslenia zmiennej
(cechy) prowadzaca do rozszerzenia zakresu jej wartosci na przedziat nieograniczony lub
zamknigcia w przedziale <0, 1>.

Réwnaniami empirycznymi (rozktadami) stosowanymi w praktyce, dla krzywych skta-
du ziarnowego, (po zmianie przedziatu <0, dy,,> na przedziat <0, 1>) sa:

— rozktad potggowy o dystrybuancie (wzor Gaudina-Schuhmanna)
k
F(d):(—j , 0<d<d,; (1)

— rozktad Gaudina-Meloya o dystrybuancie

k
F(d)=1—(1—dij, 0<d<d,,; ?

max

— rozktad Harrisa o dystrybuancie

F(d)= —[1—(%}] , 0<d<d__. 3)

max

gdzie F(d) oznacza kumulowany (sumowany) wychdd poszczegdlnych frakcji zawartych
w materiale ziarnistym a d jest cecha ziarna (na przyklad jego rozmiar), dp., to maksymalny
wymiar ziarna, dla ktérego F(d) = 1; s 1 k to parametry state.

Powszechnie stosowanymi réwnaniami do analizy wielkosci ziaren sa: rozktad Weibulla
(wzor Rosina-Rammlera), rozktad logarytmiczno-normalny oraz rozktad logistyczny, opar-
te na przedziale zmiennosci (0, +oo). Transformujac wielko$¢ ziarna do wielkosci:

g=—— ©
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mozemy dystrybuanty rozktadéw cenzurowanych zapisa¢ wzorami:

—  rozktad Weibulla

F(d)=1-exp —[n”] , 0<d<d_: ©)
63,2

— rozktad logarytmiczno-normalny

F(d)= ﬁ [ear, ™

gdzie:

h{“j
_ Nso

t=— 27

o

>

o= %[ln(ﬂ84)—ln(n16 ):I’

— rozktad logistyczny

Fld)=— ®

1+ be_c[d'“:ﬁ]

Zagadnienie cenzurowania rozkladu empirycznego polega generalnie na modyfikacji
zakresu zmienno$ci zmiennej niezaleznej, ktéra w naszej pracy bgdzie rozmiar wielkos$ci
ziarna (d). W pelnym rozkladzie zmienna d moze zmienia¢ si¢ w granicach (0, +eo), przy
stosowaniu procedury cenzurowania, za$§ zakres ten si¢ zmienia na przedziat (0, di.,). We

. . . . d
wzorze opisujacym rozktad empiryczny zmienna d przyjmuje postaé( 7 J .

Opisana procedura cenzurowania dotyczy przypadku ograniczenia rozktadu od gory,
konczac go na przyjgtej arbitralnie warto$ci maksymalnej zmiennej niezaleznej d wynosza-
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cej diax- Istnieje takze mozliwos$é ocenzurowania rozktadu ,,0d dotu”, czyli ustalenia mini-
malnej wartosci dn,i, W rezultacie tego zakres stosowalnosci wzoru bedzie w przedziale
(dmin, t°). Mozna dokona¢ tez cenzury rozktadu z obu stron, wtedy we wzorze zamiast war-
" . . ( d-d_. J
todci d wystepuje warto§¢| ——= |.
d,. —d

Mozna przyjaé, ze cenzurowany rozktad Weibulla ma udokumentowane zastosowania
praktyczne [3, 10]. Kotmogorow i Epstein [7, 12] wykazali zasadno$¢ stosowania rozktadu
logarytmiczno-normalnego do opisu rozdrabniania drobnego. Ustalenie doktadnej wartosci
dmax jest niemozliwe i nalezy rozwazy¢ szacowanie tej wartosci metoda aproksymacji. Jeze-
li przyjmiemy, ze ktory$ ze wzorow opisanych wyzej jest dobrym przyblizeniem dystry-
buanty rozkladu wielkosci ziaren w rozpatrywanym zbiorze, to mozna wskazac dp,x jako
warto$¢, ktora minimalizuje sume kwadratow odchylen migdzy wartosciami dystrybuant —
rzeczywistymi i aproksymowanymi (metoda kolejnego wprowadzania warto$ci dy,, wigk-
szych od wymiaru oczka najwigkszego uzywanego sita w analizach).

W pracy [10] zostaly przedstawione wyniki kruszenia roznych surowcéw w kruszarce
szczekowej oraz aproksymacje dystrybuant rozktadem cenzurowanym Weibulla, wzorem
sugerowanym przez zespol badaczy wiloskich [3]. Wykorzystujac dane z wymienionej pracy
dokonano aproksymacji danych empirycznych wzorami okreslajacymi dystrybuante rozkta-
du Weibulla (wzorem Rosina-Rammlera-Bennetta) oraz dystrybuanty cenzurowanych roz-
ktadow Weibulla (dla d,,x rownych odpowiednio 45, 52 1 60 mm). Efekty aproksymacji
przedstawiono na rysunku 1.

1

0,9
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07 S
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0,6
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Rys. 1. Aproksymacja danych eksperymentalnych dotyczacych sktadu ziarnowego
w postaci wychod skumulowany F(d) jako funkcja rozmiaru oczka wigkszego sita
danej klasy ziarnowej d cenzurowanym rozktadem Weibulla (RRB)

Jak tatwo zauwazy¢, dobor warto$ci d,,, ma bardzo istotny wptyw na doktadnos¢ apro-

ksymacji (wartosci odchylen resztowych s,). Warto$ci odchylen resztowych s, oblicza si¢
z zaleznoSci:

40



Nalezy podkresli¢, ze klasyczny rozktad Weibulla raczej nie powinien by¢ stosowany
do aproksymacji danych rzeczywiscie opisujacych sktad ziarnowy materiatu.

3. Aproksymacja uwzgledniajaca wklad (wagi) punktow
w wartosci dystrybuanty

Ze wzgledu na to, ze drugie wspotrzedne punktow wyznaczajacych dystrybuantg em-
piryczna badanego rozktadu cechy materialu uziarnionego powstaja przez sumowanie wy-
chodow klas lub frakcji (F(d)), mozna rozpatrywac aproksymacj¢ dystrybuanty uwzgled-
niajaca rolg poszczegdlnych punktéw mierzona przyrostem wartosci dystrybuanty (wage
punktu). Jezeli zadanie minimalizacji wazonej sumy kwadratow odchylen zapiszemy w po-
staci:

k
Zwl. (y,— ) =min,
i=1

to w przypadku linearyzacji wzoru aproksymujacego otrzymujemy klasyczne wzory na pa-
rametry prostej a i b, tzn.

Wyniki aproksymacji z uzyciem wag, ktore sa przyrostami wychodow, przedstawiono
na rysunku 2. Zmiana wartosci s, dla aproksymacji jest spowodowana tym, ze krzywa do-
stosowuje si¢ do wybranych (bardziej obciazonych punktéw), zwigkszajac réznice w punk-
tach pozostalych. Zasadno$¢ tego typu aproksymacji jest dyskusyjna i powinna by¢ komen-
towana w kazdym przypadku jej stosowania.
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Rys. 2. Aproksymacja danych empirycznych przy uwzglednieniu wag

4. Nieparametryczne metody aproksymacji dystrybuant
rozkladow cech materialéw uziarnionych

Przedstawione metody aproksymacji bazowaty na konkretnych wzorach okreslajacych
dystrybuant¢ rozktadu badanej cechy materiatu uziarnionego, zwlaszcza wielko$ci ziarna.
W wielu przypadkach nie ma zadnych podstaw do preferowania okreslonego rozktadu ce-
chy, ktory moze by¢ rozktadem absolutnie nietypowych, nie stwarzajacym mozliwosci linea-
ryzacji wzoru okreslajacego dystrybuantg. W takich przypadkach mozna, dla aproksymacji
dystrybuanty zastosowac tzw. metody nieparametryczne sprowadzajace si¢ do wykorzysta-
nia rozwinigcia funkcji w szereg Fouriera [5, 23, 24] lub metod wykorzystujacych funkcje
jadrowe. W przypadku wykorzystywania metody Fouriera celem jest znalezienie funkcji
gestosci (lub dystrybuanty — zalezne jest to od postaci zestawu danych empirycznych)
0 postaci:

f(x)=200,(%) ©)

j=0

gdzie Q; oznacza wspolczynniki Fouriera zadane wzorem:
1
0, =[ /)9, (x)dr (10)
0

natomiast

( ldla j=0
AX)=
® \/Ecosnjx dla j=1,2,..
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Aby to zrealizowac, zadany zbiér danych empirycznych musi zosta¢ sprowadzony do prze-

. e d—
dzialu [0, 1], za pomoca transformacji liniowej X = b—a (w naszym przypadku b = d.,
—a

a a = 0. Tym samym otrzymujemy ciag {(p” (x)}, ktory jest ciagiem funkcyjnym ortonor-

malnym na przedziale [0, 1].
Estymatorem ggstosci badanego rozktadu jest suma czg$ciowa szeregu Fouriera

J

£, (x)=200,(x) (11)

Jj=0

gdzie J nazywamy parametrem obcigcia.
Jako estymator wspotczynnikéw Fouriera Q . przyjmuje sig:
~ 1 n
9, =;2(\°,/‘ (x,) (12)
i=1

Estymator ten jest estymatorem nieobcigzonym i mocno zgodnym.
Za estymator dla parametru obcigcia J mozna przyjac:

j:argmini[ﬁ—f)f} (13)
“«\ n

0<J<J, =

dla ktorego arg min (ax) przyjmuje wartosci rowne wspotczynnikowi s najmniejszego elemen-
0<J<J,

tu sposrod (ay, ..., ag), natomiast J, oznacza czgs¢ catkowita liczby 4 + 0,5In n.

Inna mozliwo$cia nieparametrycznej aproksymacji sa metody jadrowe oparte na tzw.
funkcji jadrowej, ktérej posta¢ moze by¢ réznorodna [4, 6, 8, 16, 18]. Wowczas dla zadane;j
prostej probki losowej Xj, ..., X, estymator jadrowy ggstosci definiuje sig jako:

A J X=X,
x)=—>» K : 14
S =— 2 ( p ] (14)
gdzie K(x) oznacza funkcj¢ jadrowa, spelniajaca warunek:
[ K(x)dx=1 (15)

X1, ..., X, 0znacza realizacj¢ probki X, ..., X, natomiast 4 > 0 jest parametrem zwanym sze-
rokoscia pasma lub parametrem wygtadzajacym.
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Dla naszych danych zostaty wykorzystane funkcje jadrowe: jadro Epanechnikowa oraz

jadro Gaussa, okreslone wzorami:

3 1

= [1-—L 2| dia |x]<635
K(x)=14 Sb( 5b° )

(x) =145 ; dia [x|> b5

gdzie b — parametr skali (J‘ K (t)dt = b2J oraz

Optymalna szeroko$¢ pasma zdefiniowana jest wzorami:

— dla jadra Epanechnikowa

1

h,,, =1,0560n 3

— dla jadra gaussowskiego

1

hyy, =1,0660n

gdzie:
n — liczebno$¢ probki;
6 — odchylenie standardowe.

(16)

a7

(18)

(19)

W praktyce G zastgpujemy estymatorem s obliczonym na podstawie probki losowej

s= /%g(xi—)?)z.

Na rysunku 3 zamieszczono wykresy aproksymant otrzymanych za pomoca metod nie-
parametrycznych. Wyniki otrzymywane metodami jadrowymi sa do siebie bardzo zblizone
i mozna powiedzie¢, ze ich dokladno$¢ jest w zasadzie jednakowa. Nieco gorsze efekty
dala metoda Fouriera. W poréwnaniu do tzw. rozktadow klasycznych, jedynie rozktad lo-

gistyczny dat lepsze wyniki dopasowania.
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Rys. 3. Aproksymacja danych empirycznych nieklasycznymi rozktadami

5. Podsumowanie

Prezentowane w artykule zagadnienia zwiazane z matematycznym opisem (aproksy-
macja) empirycznych krzywymi charakteryzujacymi rozktady cech materiatdéw uziarnionych
pokazuja réznorodnos$¢ realizacji oraz interpretacji wynikéw. Okazuje sig, ze najwazniej-
szym argumentem przy doborze sposobu aproksymacji sa dalsze cele jej zastosowan. Jezeli
kumulowane wychody (réwnania dystrybuant) frakcji (klas ziarnowych) sa podstawa mo-
delowania pracy kruszarek czy klasyfikatorow, to odpowiedni wzor (dystrybuanta) gra klu-
czowg rolg. Uzalezniajac parametry wzoru od charakterystyk techniczno-technologicznych
urzadzen mozna prowadzi¢ symulacjg jego pracy oraz poszukiwaé warunkow optymalnych
przy przyjetych kryteriach oceny (np. ekonomicznych) [20]. Kwestia doktadnosci aproksy-
macji dystrybuanty rozkladu cenzurowanego (uzaleznionej od produkowanego dn.x) w takich
badaniach nabiera bardzo istotnego znaczenia. Nalezy jeszcze raz podkresli¢, ze przy pro-
ponowaniu postaci dystrybuanty powinno si¢ kierowa¢ chociazby minimalnymi uzasadnie-
niami teoretycznymi jej postaci.

W wielu przypadkach uzycie wychodow klas jest niezbgdne przy modelowaniu prze-
biegu procesow, ktore nie jest nakierowane na okreslenie sktadu materiatu. W takich przy-
padkach uzycie nieparametrycznych metod aproksymacji dystrybuant jest uzasadnione i umo-
tywowane duza doktadnoscia tej metody (pod warunkiem niezmiennosci przebiegu dystry-
buanty rzeczywistej). Nieparametryczna metoda aproksymacji dystrybuant byta uzywana
takze do generowania dystrybuant rozktadow wielowymiarowych cech materiatu po przyje-
ciu, ze cechy te sa stochastycznie niezalezne [15].

Na podstawie przeprowadzonych badan mozna sformutowa¢ wnioski:

1) Przy opisie kumulowanych krzywych sktadu ziarnowego powinno si¢ preferowac roz-
ktady cenzurowane, zwtaszcza rozktady Weibulla, logarytmiczno-normalny i logistyczny.

45



2)

3)

Dobor warto$ci cenzurowania powinien by¢ dokonywany dla kazdego przypadku me-
toda kolejnych przeliczen.

Warto stosowac, w uzasadnionych przypadkach, nieparametryczne metody estymacji,
ktére pozwalaja zwigkszy¢ jej doktadnosé.

Doktadno$¢ aproksymacji krzywych skladu ziarnowego moze by¢ oceniana tylko na
podstawie odchylenia resztowego s,, wyznaczanego dla wartosci dystrybuant, a nie ich
przeksztatcen funkcyjnych.

W tym miejscu warto odnotowac takze jedng istotna uwagg. Jezeli przyjmuje si¢ wzor

aproksymujacy dang dystrybuantg rozktadu cechy materiatu uziarnionego (uzasadniony lub
nie), to dokladnos$¢ aproksymacji nie zalezy od przyjgtej metody minimalizacji odchylen
resztowych okreslanych jako suma (lub jej przetworzenie) kwadratéw réznic migdzy wartos-
cig rzeczywista a estymowana. Wyznaczane wartosci parametrow moga roézni¢ si¢ minimal-
nie w zalezno$ci od stosowanej metody obliczen (linearyzacja zaleznoSci, nieliniowe mode-
le, zastosowanie technik ewolucyjnych).
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