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Mozliwos¢ wykorzystania struktur fraktalnych
do modelowania krzywych w grafice komputerowej

1. Wprowadzenie

Zastosowanie obiektow fraktalnych w grafice to jeden z najwazniejszych obszarow
wykorzystania nowej geometrii od samych poczatkow jej powstania [10]. Obecnie obrazy
fraktalne w grafice komputerowej tworzone sg rutynowo, na zamowienie producentow gier,
tworcow grafiki artystycznej czy tez roznego rodzaju wizualizacji tworzonych przez amato-
row 1 profesjonalistow. Odpowiednie algorytmy prezentowane sa w wielu opracowaniach
[2,5, 8,9, 11]. Wykorzystywane metody opieraja si¢ w gtownej mierze na wlasciwosciach
zbioréw Julii i Mandelbrota [3, 4] lub algorytmie IFS — lterated Function System (ukladzie
iterowanych odwzorowan) [7, 1, 6].

2. Uklad iterowanych odwzorowan

Struktury fraktalne mozna generowac rekurencyjnie za pomoca ciagu odwzorowan
zwezajacych, okreslonych w przestrzeni metrycznej zupetnej i zwartej R”, np. na ptaszezyz-
nie R* lub w domknietym i ograniczonym podzbiorze XeR" z metryka euklidesowa
d(x, , x,). Odwzorowanie jest przy tym zwezajace, jezeli f (x)e X i istnieje takie ce (0, 1), Ze
dla wszystkich x,, x, € X spetniony jest warunek Lipschitza

d(f(x), f(x)) < c-d(xp,x).

Fraktale stanowia zwarte 1 niepuste podzbiory F(X) przestrzeni X. Wyznaczaja one
przestrzen fraktali H(X), w ktorej przyjmuje sig¢ metryke Hausdorffa h(F |, F,) [2]

h(F,, F,) = max {max [d(x,F,):xe F], max [d(y,F):ye Fz]}
X y

* Wyzsza Szkota Humanistyczno-Ekonomiczna, £6dz
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W przestrzeni tej mozna okresli¢ tzw. operator Hutchinsona 74, , jesli Fe H(X), to

T (F) = [,(F)D f(F) U ... f(F),

gdzie kazde f(F) jest wyzej okreslonym odwzorowaniem zwgzajacym w X, ograniczonym
do podzbioru xe . Wtedy T,(F)e H(X) dla kazdego F'e H(X), a sam operator T}, stanowi
odwzorowanie zwgzajace w przestrzeni H(X) z metryka Hausdorffa h(F,, F,)

W(T(F,), Ty(F))S ¢ h(F,, F,).

Z twierdzenia Banacha o odwzorowaniach zwezajacych wynika, ze ciag takich od-
zworowan w przestrzeni metrycznej zupetnej (H(X), /) okreslony zaleznoscia rekurencyjna

F

n+1=

T, (F,) jest zbiezny do granicy F,, = lim Ty (F),).
n—>o0
Granicg tg nazywa sig atraktorem odwzorowania T,(F). MozZna pokaza¢, ze atraktor
F., nie zalezy od F|, oraz, ze jest on punktem stalym odwzorowania
Fo, =Ty (F.).

Stosowanie w praktyce uktadu iterowanych odwzorowan IFS, w przedstawionej po-
wyzej deterministycznej postaci, jest trudne ze wzgledu na konieczno$é wyznaczenia i za-
pamigtania wspotrzednych ogromnej liczby punktow. Z tego powodu wykorzystuje si¢
probabilistyczna odmiang metody IFS.

3. Probabilistyczny algorytm IFS

Algorytm probabilistyczny IFSP (Iterated Function System with Probabilities) opie-
ra si¢ na przyporzadkowaniu kazdemu odwzorowaniu w uktadzie IFS prawdopodobien-
stwa p, tak, by X p; =1 (i wypetnia wszystkie odwzorowania w danym operatorze), okresla-
jacego zastosowanie tego odwzorowania w kazdym kroku iteracyjnym. W wyniku tego
ciag iteracji

[i(F5 p); i (F5 P f (F5 Dy )

staje si¢ ciggiem Markowa. Operator Hutchinsona ma w tym przypadku postac

Tup(F) ={fi(x5 p1)s f2(25 p2)seeeee (x5 p1)

gdzie xe F oraz operator wybiera w danym kroku losowo jedno z n odwzorowan.
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Jesli p, jest dowolng borelowska miara prawdopodobiefistwa okreslona w przestrze-
ni X, to w kazdym kroku rekurencyjnym zastosowanie operatora Hutchinsona 7', (X) gene-
ruje w X nowa miarg zgodnie z wyrazeniem

n
+ Pul [fn_l (XB)] =M () =2 il (X 47),
i=1
gdzie:
M — operacja Markowa,

Xai = fi_l (Xp) — przeciwobraz podzbioru X w odwzorowaniu f;.

Udowadnia sig, ze tak okre$lony ciag miar {ly, Wy, Uy, ...} jest ciagiem zbieznym,
w tzw. metryce Hutchinsona, do granicy [L.,, ktora jest miarg niezmiennicza operacji Mar-
kowa U.,=M(U.,). W przestrzeni unormowanych miar borelowskich P(X) operacja Marko-
wa jest zwezajaca w metryce Hutchinsona:

dyg (M (1), M (12)) S c-dp (W, 1),

dyy (g, 15) = sup | [ @(x)duy (x) - [ @(x)du, (x) J
%G |\ X X

gdzie G zbiér wszystkich funkcji @(x) okreslonych na X, ciagtych, przyjmujacych wartosci
rzeczywiste i spetniajacych warunek

|0(x) — @(xp)| S d(xq1,x7)

dla wszystkich x,, x, € X.

Z twierdzenia Banacha o odwzorowaniach zwezajacych wynika, ze operacja Markowa
ma w przestrzeni P(X), d;(1,, 1,) doktadnie jedna miarg niezmiennicza (., niezalezna od
wyboru W, przy czym

n
C

1-¢

dy (W,,1.) < dy (13, 10)-

Elton [2] wykazat, ze prawie dla kazdego ciagu {x;, x, X ,, ..., X, } Wyznaczonego przez
probabilistyczny algorytm IFSP

u_(B) = lim B

Hn—>c0 n
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dla dowolnych punktéw poczatkowych x , gdzie B — dowolny borelowski podzbior X taki,
7e |, = 0 na brzegu B, natomiast N(B, n) oznacza liczbg punktow tego ciagu zawartych w B.

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze prawie kazda realizacja algorytmu IFSP wypel-
nia traktor A_, z ggstoscia okreslona przez miarg U... Wybrane prawdopodobienstwa okre-
$laja gestosé rozktadu punktéw na atraktorze.

4. Sformulowanie problemu

Glownym celem opracowywanego algorytmu jest mozliwos¢ szybkiego generowania
linii o ztozonej strukturze do recznego (za pomoca myszki) kreslenia krzywych oraz tatwe-
go i szybkiego edytowania ich struktury. Zatozono, ze algorytm powinien stwarza¢ mozli-
wos¢ nadawania generowane]j krzywej takich wlasciwosci, jak zmienna grubo$é, niejed-
norodny rozktad punktéw w przekroju oraz nieregularne, poszarpane krawgdzie, przy czym
powinien zapewnia¢ mozliwos¢ edytowania tych wlasciwosci w sposob ptynny (ciagly)
w granicach od postaci catkowicie gtadkiej do skrajnie znieksztatconej. Istotne znaczenie
dla edycji powinna mie¢ przy tym opcja (domyslna) jednoparametrowej zmiany wszystkich
wlasciwosci rownoczesnie wedtug okreslonej reguty. Reguta taka powinna odpowiadaé fi-
zjologicznym i estetyczny standardom postrzegania obrysu ksztattow utrwalonych w o$rod-
kach skojarzeniowych naszego mdzgu. Alternatywnie, w sposob oczywisty powinna wyste-
powac¢ mozliwos¢ ksztattowania poszczegolnych wlasciwosci oddzielnie.

Jak wskazuja doswiadczenia wielu nauk przyrodniczych, fizjologii i psychologii po-
strzegania, zaro6wno struktura obiektow $wiata zewngtrznego, jak i utrwalonych w mozgu
cztowieka wzorcow, ma charakter fraktalny [10, 12—16]. Stad naturalne wydaje si¢ zatoze-
nie, ze struktura proponowanej krzywej rowniez powinna miec taki charakter. Dzigki temu
uzyska¢ mozna swoistg akceptacjg estetyczng przy recepcji tego typu obiektow.

Ponadto obiekty fraktalne, przy catej swojej ztozonosci, daja si¢ opisaé zwiazkami
zaleznymi od niewielkiej liczby parametrow. Czgsto tylko jeden parametr decyduje o obra-
zie struktury. Krzywe fraktalne posiadaja jeszcze jedna wazng wlasciwos$é — mozna je ge-
nerowac za pomoca bardzo szybkiego algorytmu probabilistycznego IFSP. Wérod krzy-
wych fraktalnych — potencjalnych kandydatow do zastosowania w proponowanym
algorytmie, na pierwszy plan wysuwa si¢ krzywa von Kocha bgdaca prawzorcem wielu
innych obiektow fraktalnych [2].

5. Model uogoélnionej krzywej von Kocha

Klasyczna krzywa von Kocha jest krzywa fraktalng bgdaca, w konstrukcji geome-
trycznej, granica przeksztalcania odcinka przy liczbie iteracji dazacych do nieskonczo-
nosci. W kolejnej iteracji odcinek dzielony jest na trzy rowne czg$ci, przy czym czesci
ograniczone koncami odcinka pozostaja niezmienione, za$ fragment srodkowy zostaje za-
stapiony pozostatymi dwiema krawegdziami trojkata rbwnobocznego powstatego na bazie
tego odcinka (rys. 1).
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Rys. 1. Kolejne iteracje prowadzace do utworzenia krzywej von Kocha

W metodzie IFS krzywa von Kocha mozna wygenerowaé w oparciu o uktad dwoch
odwzorowan afinicznych, zwezajacych:

—ein/6 Ee_m/G

fl(z)=ZT, fZ(Z)=T+\/§€m/6.

Krzywa taka ma zawsze jednakowy ksztalt i w tej postaci nie moze byé wykorzystana
w proponowanym algorytmie. Uogolnienic mozna uzyska¢ poprzez zmiang powyzszych
odwzorowan dostosowana do nowego generatora krzywej (rys. 2).

Rys. 2. Uogdlnienie generatora krzywej von Kocha
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Zmiana taka prowadzi do innej postaci odwzorowan IFS:

(g +y;-tga)
X = >
2
h(xy)=
(%; - tgo —y;)
Vit =%’
_(b+x; —y; - tgo)
X =———
2
LH(xy)=
_[(b-x;)-tgo—y;]
Yiv1 = >

2

: B
dzie oo==,
& 2
b — rozpigtos¢ krzywej wzdhuz osi x.

Odwzorowania powyzsze generuja (przy zadanej wartosci b) jednoparametrowa rodzi-
n¢ krzywych, ktore dalej bedziemy nazywac uogdlniona krzywa von Kocha. Parametrem
jest wielko$¢ A = tgo, dalej nazywana chropowato$cia krzywej. Z warunku, aby odwzoro-
wania byly zw¢zajace

he (—5,43).

Ksztalt uogdlnionej krzywej von Kocha dla roznych wartosci A przedstawiono na ry-
sunku 3.

Parametr A rowny 0 wyznacza lini¢ prosta (odcinek), dla warto$ci A bliskich zeru krzy-
wa jest bardzo gladka, dla 30° otrzymuje si¢ klasyczna krzywa Kocha, za$ przy wartosci
bliskiej maksymalnej krzywa staje si¢ bardzo chropowata, mozna powiedzie¢, ze dazy do
wypelnienia pewnego obszaru przestrzeni. Krzywe generowano z wykorzystaniem algoryt-
mu probabilistycznego IFSP. W celu uzyskania réwnomiernego rozktadu otrzymanych
punktow w kazdej czgsci generowanej krzywej przyjgto prawdopodobienstwo dla kazdego
odwzorowania rowne 1/2. Do wygenerowania krzywej wyswietlanej w oknie o rozdzielczo-
sci 800x600 okazato si¢ konieczne przeprowadzenie ok 8000 iteracji. Po tej liczbie iteracji
ckranowe przyblizenia kolejnych punktow trafiaty juz tylko we wczedniej zaznaczone
punkty. Przy mniejszej liczbie iteracji krzywa wydawala sie ,,rzadka”. Parametr A umozli-
wia bardzo duze mozliwosci manipulowania ksztattem krzywej. Wartosci ujemne skutkuja
powstaniem krzywej odbitej wzglgdem osi OX.
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A=0°
—_—— T T 3 _1g25°
J%“AM/’L =t2<0
MM}[:Y?IOO

A=tg30°

ﬂ%&m A=tg37.5°

Rys. 3. Uog6lniona krzywa von Kocha dla réznych wartosci parametru A

6. Generowanie krzywych dla potrzeb grafiki

Wykorzystujac przytoczone zatozenia, opracowano algorytm pozwalajacy zastosowa-
nie sumy wielu uogélnionych krzywych von Kocha do generowania chropowatej linii,
mogacej staé¢ si¢ elementem kompozycji graficznych. Program zawierajacy implementacje
algorytmu umozliwia uzytkownikowi wskazanie punktow na fragmencie ptaszczyzny i po-
dania parametréw A nawet dla kazdej krzywej sktadowej oraz wysokosci i ilosci krzywych
do ztozenia. Domyslnie wszystkie krzywe sktadowe posiadaja jednakowa warto$¢ parame-
tru A

Krzywa taczaca zadane punkty podzielona zostata na niezalezne segmenty, wyznaczo-
ne przez te punkty. Algorytm tworzenia kazdego segmentu opiera si¢ na wygenerowaniu
wskazanej ilosci uogdlnionych krzywych Kocha w lokalnym uktadzie wspotrzednych. Po-
czatkiem uktadu dla kazdego segmentu staje si¢ punkt od ktérego rozpoczyna si¢ rysowanie
krzywej ztozonej. Sktada si¢ ona z zadanej ilosci uogdlnionych krzywych von Kocha prze-
sunig¢tych o stala wartos¢ wzgledem siebie.

Tak otrzymane krzywe sa ze soba w uproszczony sposéb sumowane. Ze wzgledu na
niefunkcyjny charakter krzywej dla identycznych wartosci rzgdnej sumowane sa maksy-
malne warto$ci odcigtej. Przyktad gotowych do sumowanych krzywych pokazano na ry-
sunku 4, natomiast wynik sumowania na rysunku 5.
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Rys. 4. Uogolnione krzywe Kocha przesunigte wzdtuz osi x 1 obcigte do zadanego przedziatu
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Rys. 5. Wynik sumowania krzywych
Warto$¢ parametru A moze by¢ rézna dla poczatku i konca segmentu i zmieniaé si¢
ptynnie. Efekt zauwaza si¢ jako zmieniajaca ksztalt (chropowatos$¢ i grubosé) linia (rys. 6).

Dla wyeliminowania wptywu A na grubo$¢ linii stosowano odpowiednie przeskalowanie.
Wykorzystywano rowniez algorytm pozwalajacy uzyskiwac zaokraglenie rysowanej krzywe;j.

e et A i

Rys. 6. Krzywa uzyskana przy rosnacej chropowatosci
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Rys. 7. Przyktadowe zastosowanie zaimplementowanego algorytmu
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Otrzymane narzgdzie posiada mozliwo$¢ rysowania linii o dowolnie zadanych przez

uzytkownika parametrach i strukturze dzigki mozliwosci manipulowania chropowatoscia,
iloscig krzywych sktadowych, gruboscig oraz zaokraglaniu. Rysowa¢ mozna za pomoca
myszki komputerowej z wolej reki, tworzac dowolne ksztalty (rys. 7).
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