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Zastosowanie obiektów fraktalnych w grafice to jeden	�	���/������	�
�0	�1	���/

/
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	�����	��/��	2�������	��		��
�0	����3���/	���	��/	�����	45�67	�1�����	�1��


8����9��	/	2�8���	��������/��	�/�����		3	��
��/��	��	����/�����	���������/	2���

�/���/	2�8���	��
	�
�����	��
	���	����2o rodzaju wizualizacji two���
�0	����	������

�/	�	��8�	����9�	��/7	����/������	�92�
��
	�������/���		3	/	/��9�	�����/�����0

4��	��	:�	��	5567	�
���
	�
/���	�����
	������3		�;	/	2��/���	�����	��	/��<��/o<����0
�1���/	=�9��	�	�����91���	4��	>6	9�1	�92�
����	?@�	A	���������	
������������	B��������

����/��
�0	��/���/�CD	4E�	5�	F6.
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������
	 8����9��	�����	 2����/�G	 ������
����	 ��	 �����3	 ��32�	 ��/���/�C

�/;���3�
�0�	���<9��
�0	/	���	�����	���
�����	��������	�	�/����	Rn, ��7	��	���	���
 �
nie R2	 9�1	 /	 ������;�
�	 �	 �2�������
�	 ����1����	 X∈Rn z m��
�3	 ���9���	�/3

d(x1 , x2)7	��/���/����	��	�	��
	�
�	�/;���3���	����9�	f (x)∈X i istnieje takie c∈(0, 1)�	��
�9�	/	�
	����0	x1, x2 ∈X 	�������
	��	�	/�����	H��	�0����

1 2 1 2( ( ), ( )) ( , ).d f x f x c d x x≤ ⋅

@����9�	 	����/�3	 �/���	 �	�����	��	����1��
	F(X) przestrzeni X. �
�������3	���

��e	���C	8����9�	!(X)�	/	�����	��
�����		�;	���
�;	!��	��88�	h(F1, F2) [2]

[ ] [ ]1 2 2 1 1 2
x

( , ) max max  ( , ) : ,  max  d(y,F ) : .
y

h F F d x F x F y F
⎧ ⎫= ∈ ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭
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�	���	�����	���	�����	���<9�G	��/7	������	!���0��	���	TH �	��<9�	F∈ H(X), to

TH(F) = f1(F)∪ f2(F) ∪ ….. fn(F),

2����	����� fi(F)	��	�	/
���	���<9��
�	��/���/�����	�/;���3�
�	/	X, ograniczonym
do podzbioru x∈F. Wtedy TH(F)∈ H(X)	�9�	�����2�	F∈ H(X), a sam operator TH		����/�

��/���/����	�/;���3��	/	���	�����	!(X)	�	���
�3	!��	��88�	h(F1, F2)

h(TH(F1), TH(F2))≤ c h(F1, F2).

%	 �/��������	I����0�	�	��/���/�����0	�/;���3�
�0	/
�����	��	��32	 �����0	���

�/�o/�C	/	���	�����	���
�����	��������	B!(X), h)	���<9��
	��9����<��3	������
��3

Fn+1= TH(Fn)	��	�	�1����
	��	2����
	 Hlim  T ( ).n
n

F F∞ →∞
=

J����;	�;	���
/�		�;	��������	��/���/����	TH(F)7	�����	������G�	��	������

F∞	���	��9��
	��	F0	����	��	��	�	��	�������		���
�	��/���/����

F∞ = TH (F∞).

���	�/����	/	����
��	������	 ����/��
�0	��/���/�C	?@��	/	����	��/�����	�o-
/
���	��������	�
�����	��	�����	��	�	�����	��	/�29;��	��	���������<G	/
���������	�	�a-
����;�����	 /	����;��
�0	 �2�����	 9���1
	 ������/7	 %	 ��2�	 ��/���	 /
���
	����	 	�;

�o1�1�9�	�
���3	������;	�����
	?@�7

$�
%�&�&����������
�������
'()

Algorytm probabilistyczny IF�K	B���������	
���������������������������D	�����
�	 	�;	��	��
���3���/����	�������	��/���/����	/	��������	 ?@�	��/������1��C�

	�/�	pi tak, by ∑ pi =1 (i /
������	/	�
	����	��/���/����	/	���
�	��������D�	���<9��

�3��2�	 ��	��	�/����	 ��2�	 ��/���/����	 /	 ����
�	 ����	 �����
��
�7	�	 /
����	 ��2�

��32	���acji

( ; ); ( ; )...... ( ; )i i k k r rf F p f F p f F p

	����		�;	��32���	����/�7	������	!u��0��	���	��	/	�
�	��
�����	��	��G

{ }1 1 2 2( ) ( ; ),  ( ; ),..... ( ; ) ,HP n nT F f x p f x p f x p=

gdzie x∈F oraz operator wybiera w danym kroku losowo jedno z n	��/���/�C7
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=�<9�	μ0	��	�	��/�9�3	1��9�/	�3	���3	��/������1��C	�/�	���<9��3	/	���	����

��	��	��	/	����
�	����	������
��
�	��	��	�/����	�������	!���0��	���	THP (X) gene-
ruje w X ��/3	���;	�2�����	�	/
�������

1 1
1 1 1 2 2

1

1

( ) ( ) ( ) .....

( ) ( ) ( ),

i B i B i B

n

n i n B i i i Ai
i

X p f X p f X

p f X M p X

− −
+

−

=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤μ = μ + μ + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤+ μ = μ = μ⎣ ⎦ ∑

gdzie:
M A �������	����/��

1( )Ai i BX f X−= – przeciwobraz podzbioru XB w odwzorowaniu fi.

&��/�����	 	�;�	��	 ���	���<9��
	��32	���	 {μ0, μ1, μ2, ...}	 ��	�	��32���	�1����
��

/	��/7	���
��	!���0��	����	��	2����
	μ∞, któ�	��	�	���3	������������3	�������	���

�owa μ∞=M(μ∞). W przestrzeni unormowanych miar borelowskich P(X) �������	�����

/�	��	�	�/;���3��	/	���
��	!���0��	���L

1 2 1 2( ( ), ( )) ( , ),H Hd M M c dμ μ ≤ ⋅ μ μ

1 2 1 2
X X

( , ) sup  (x)d ( ) (x)d ( ) ,H
G

d x x
ϕ∈

⎛ ⎞
⎜ ⎟μ μ = ϕ μ − ϕ μ⎜ ⎟⎝ ⎠
∫ ∫

gdzie G zbiór wszystkich funkcji ϕ(x)	���<9��
�0	��	X�	��32�
�0�	��
����3�
�0	/���<��

����
/�	��	�		�������3�
�0	/�����

1 2 1 2( ) ( ) ( , )x x d x xϕ − ϕ ≤

dla wszystkich x1, x2 ∈ X.
%	�/��������	I����0�	�	��/���/�����0	�/;���3�
�0	/
�����	��	�������	����/�

��	/	���	�rzeni P(X), dH(μ1, μ2)	���������	����3	���;	������������3	μ∞	�����9���3	��
/
1oru μ0, przy czym

1 0( , ) ( , ).
1

n

H n H
c

d d
c∞μ μ ≤ μ μ

−

'9���	4�6	/
������	��	��/��	�9�	�����2�	��32�	{x0, x1, x 2, ..., xn} wyznaczonego przez
probabilistyczny algorytm IFSP

( , )
( ) lim

n

N B n
B

n∞
→∞

μ =



��: �����	"��	���	#�����	$���

�9�	��/�9�
�0	������/	����3���/
�0	xo, gdzie B – dowolny borelowski podzbiór X	�����
��	μ∞ = 0 na brzegu B, natomiast N(B, n)	�������	9���1;	������/	��2�	��32�	��/��
�0	/	B.

%	��/
�	��2�	�/��������	/
�����	��	��/��	�����	��9������	�92�
���	?@�K	/
����

nia traktor A∞	�	2;	��<��3	���<9��3	����	���;	μ∞7	�
1���	��/������1��C	�/�	��e-
<9��3	2;	��<G	�������	������/	��	��������7

*� )����"������
��&����

J��/�
�	��9��	�����/
/���2�	�92�
���	��	�	���9�/�<G		�
1���2�	2����/����

9����	�	��������		�������	��	;����2�	B��	�����3	�
	���D	��<9����	��
/
�0	���	���/e-
2�	�		�
1���2�	��
��/����	��0		�����
7	%��������	��	�92�
��	��/�����		�/���G	���9i-
/�<G	����/����	 2����/����	��
/��	 �����0	/��<��/�<���	 ���	�������	 2�1�<G�	�������

�o���
	������	������/	/	�������	���	����2�9����	��	������	��/;�����	��
	��
�
��/�����	 ����/���G	���9�/�<G	 ��
��/����	 �
�0	/��<��/�<��	/	 	��	�1	��
��
	 B��32�
D

/	2������0	��	��	����	�����/����	2�������	��		������	�����	���������7	?	�����	���������

�9�	��
���	��/����	���G	��
	�
�	�����	B���
<9��D	������������/��	�����
	/	�
	����0

/��<��/�<��	�/�����<���	/����2	���<9����	�2��
7	M�2���	����	��/����	����/����G	8��

���9�2����
�	�	�	���
���
		��������	��	���2����	�1
	�	�	������/	��/�9��
�0	/	�<���

���0		���������/
�0	��	��2�	���2�7	#9�����
/����	/		��	�1	���
/�	�
	��/����	/
	�;�

��/�G	���9�/�<G	�	������/����	��	����2�9�
�0	/��<��/�<��	������9���7

=��	/	�����3	��</���������	/��9�	����	��
������
�0�	8����9�2��	�	�	
�0�9�2��	�o-
str��2�����	���/��		������	�1�����/	</����	��/�;����2��	���	�	��/�9��
�0	/	���2�

����/����	/����/�	��	�0�����	8����9�
	45��	5�A5F67	��3�	�����9��	/
����		�;	�������

����	��		������	������/����	��
/��	�/����	��/����	���G	����	�0�����7	N��;��	����

��y	��G	�����		/��	�3	���������;	�	���
���3	��
	�������	��2�	�
��	�1�����/7

K������	�1����
	 8����9���	��
	 �����	 	/����	 �������<���	���3	 	�;	���	�G	 �/�3�����

�a9���
��	��	���/��9����	9���1
	�������/7	$�;	��	�
9��	�����	������	���
����	�	�1a-
���		�����
7	"�
/�	8����9��	��	�����3	��	����	����3	/���3	/��<��/�<G	A	�����	��	2��

��o/�G	 ��	�����3	 1����	 	�
1���2�	 �92�
���	��1�1�9�	�
����2�	 ?@�K7	�<��	��
�

/
�0	 8����9�
�0	 A	 ��������9�
�0	 ����
����/	 ��	 ��	��	�/����	 /	 ������/��
�

�92�
�����	��	���/	�
	�9��	/
	�/�	 	�;	��
/�	 O��	"��0�	 1;�3��	��/�����	/��9�

�nnych obiektów fraktalnych [2].

+� �����
���,�������
������
-��
.����

"9�	
����	 ��
/�	 O��	"��0�	 ��	�	 ��
/3	 8����9�3	 1;�3�3�	 /	 ���	������	 2���e-
�
������	 2����3	 ����	���������	 �������	 ��
	 9���1��	 �������	 �3�3�
�0	 ��	 ���	��C����

��<��7	�	��9�����	 �������	�������	����9��
	 ��	�	��	 ��
	 �/��	 ��;<���	��
	 ��
�	 ��;<��

�2�����o��	��C����	�������	����	���3	�������������	��<	8�2����	<����/
	��	����	���

	�3����
	����	���
��	�/����	��/;������	 ����3��	�/��1�����2�	��/	����2�	��	1����

��2�	�dcinka (rys. 1).
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/ 6 / 6
/ 6

1 2( ) , ( ) 3 .
3 3

i i
ize ze

f z f z e
π − π

π= = +

�
����		���	��	���&��	���������	�&�	��		�	�		��	�&	���	���	����	'��	����
��&	���

�	
���������	 ����
�	���(	)�� �������	�����	���&���	�
���	 �����$	����&����

�����
���!	��&	�&�����	��	������	����
�	�
�	�
�����	*
�&(	+,(

/���
 �	)�� �������	����
�	�
�	�
�����	���	�����



--. /�����	���	
���	������	�����

������	����		�������	��	�����		�
����	����������	����

1

1

1

( tg )
,

2
( , )

( tg )
,

2

i i
i

i i
i

x y
x

f x y
x y

y

+

+

+ ⋅ α⎧ =⎪
⎪= ⎨
⎪ ⋅ α −

=⎪
⎩

1

2

1

( tg )
,

2
( , )

[( ) tg ]
,

2

i i
i

i i
i

b x y
x

f x y
b x y

y

+

+

+ − ⋅ α⎧ =⎪
⎪= ⎨
⎪ − ⋅ α −

=⎪
⎩

gdzie  ,
2

βα =

           b	�	���	����� 	���!���	���"�#	�
�	x.

$�����������		��!#
��	%������&	'	��!	�������	��������	b(	�����	���������&	�o���)
��	���!�!�*�	��+��	��,��	-������!	���!�� 	��%+,����&	���!�&	.��	���*�/	0����e����
��
�	���,��� 	λ = tgα�	��9��	���
/���	�0���/���<��3	��
/��7	0	/������	�1
	��/�o�1
/����	1
�
	�/;���3��

( )3, 3 .λ ∈ −

"	�����	��2�9������	��
/��	O��	"��0�	�9�	���
�0	/���<��	λ przedstawiono na ry-
sunku 3.

Parametr λ	�/�
	1	/
������	9���;	��	�3	B�������D�	�9�	/���<��	λ	19�	���0	���	��
1
/�	 ��	�	1����	2������	�9�	21o ���
����		�;	�9�	
���3	��
/3	"��0��	��<	��
	/��o<��
19�	����	���	
��9���	��
/�		����		�;	1����	�0���/����	�����	��/������G�	��	�3�
	��

/
���������	��/��2�	�1	���	���	�����7	"�
/�	2����/���	�	/
���
	������	�92o
�1
��	 ��1�1�9�	�
����2�	 ?@�K7	3	 ��9�	 ��
	�����	 �/�������2�	 �������	 ���
���
�0

������/	/	������	��;<��	2����/����	��
/��	��
�;��	��/������1��C	�/�	�9�	�����2�

��/���/����	�/��	
1/27	N�	/
2����/����	��
/��	/
</���9����	/	�����	�	������9��o-

<��	:11PF11	�������		�;	���������	�����/�������	��	:111	�������7	K�	���	9���1��	�������

�����/�	 ��
19������	 ��9���
�0	 ������/	 ��8���
	 ���	 �
9��	 /�	 /���<����	 ����������

�����
7	K�
	�����	���	9���1��	�������	��
/�	/
��/���		�;	Q�����R7	K������λ	����9�1

/��	1����	����	���9�/�<��	������9�/����	�	�������	��
/��7	3���<��	������		������3

�owstanie�	��
/��	��1����	/�29;���	�	�	2S7
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/���
$�	5�� ������	�
����	���	�����	���	
 �����	��
	�3��	�
���	
�	λ

0� 1���������
�������
���
�����&
������

3
���
	���3�	��
�������	����������	�����/���	�92�
��	���/�9��3�
	��	��	�/a-
nie sumy wielu uogólnionych krzywych von Kocha do generowania chropowatej linii,
mo23���		��G		�;	�9�������	������
���	2�8����
�07	K�2��	��/����3�
	���9��������;

�92�
���	����9�/��	��
���/����/�	/	�������	������/	��	8�2������	���	���
��
	�	��1

�����	�������/	λ	��/��	�9�	������	��
/��		�����/��	���	/
	���<��	�	�9�<��	��y/
�0

��	��������7	N��
<9���	/	�
	����	��
/�		�����/�	��	�����3	�������/3	/���<G	�����1

��	λ7
"�
/�	�3��3��	������	�����
	������9���	��	����	��	�����9����		�2����
�	/y������1

��	����	 ��	�����
7	492�
��	 �/������	�����2�		�2�����	�����		�;	��	/
2���o/����

/	�������	�9�<��	��2�9����
�0	��
/
�0	"��0�	/	9���9�
�	��������	/	����;d�
�07	K�1
��3�����	������	�9�	�����2�		�2�����		����		�;	�����	��	����2�	������
��		�;	
	�/����

��
/��	��������7	������		�;	���	�	�������	�9�<��	��2�9����
�0	��
/
�0	O��	"��0�	���1
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