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Przemystaw Korohoda®

Projektowanie bankow filtrow wyzszych rzedow
dla potrzeb transmultipleksacji**

1. Wprowadzenie

Transmultipleksacja jest pojgciem opisujacym rodzing systemow, ktore dla potrzeb za-
pisu lub transmisji tacza M sygnalow w jeden sygnat, z wykorzystaniem R-krotnego nad-
probkowania [2, 3]. Wszystkie rozwazane tutaj sygnaty sa sygnatami z czasem dyskretnym,
czyli moga by¢ interpretowane jako ciagi probek. Istotng cecha opisywanych systemow jest
idealne odtworzenie sygnatow wejsciowych (Perfect Reconstruction). W literaturze opisa-
ne sa rozwiazania dla R > M, przy czym rozwiazania te dotycza filtrow o skonczonej odpo-
wiedzi impulsowej FIR (Finite Impulse Response) o liczbie wspolczynnikow rownych M.
Wydtuzanie odpowiedzi impulsowej pozwala jednak na bardziej elastyczne ksztattowanie
charakterystyk czgstotliwosciowych filtru [2], a zatem na lepsze dostosowanie tego filtru do
specyfiki wymagan danego zastosowania. Dlatego tez w niniejszym opracowaniu przed-
stawiono propozycj¢ wyznaczania zestawow filtrow dekomponujacych i syntetyzujacych
dla systemu z transmultipleksacja, gwarantujacych doktadne odtworzenie, gdy liczba
wspotczynnikow filtrow przekracza M. Rysunek 1 przedstawia ideg transmultipleksacji,
gdy M = 3. Doktadne odtworzenie ma miejsce, gdy sygnaly na wyjsciu sq wierna kopia
sygnatéw wejsciowych, jedynie opoznionych o N taktéw. Warto zwrdci¢ uwagg, iz sygnat s
posiada w tym przyktadzie 3-krotnie wigksze tempo probkowania niz sygnaly wejsciowe,
czyli R = M. W [3] rozwazane sa rowniez przypadki, gdy wzrost tempa probkowania jest
wigkszy niz liczba sygnalow wejsciowych.

W dalszej czgsci opracowania przyjeto, iz w przypadku zmiennych wektorowych in-
deks wyrazony w nawiasie okragtym odnosi si¢ do wskazanej tym indeksem wspoirzgdnej
wektora (zatem jest to skalar), natomiast indeks dolny przy wektorze stanowi identyfikator
catego wektora, zmieniajacego si¢ wraz z tym indeksem.

W celu opracowania warunkéw idealnego odtworzenia postuzono si¢ macierzowym
zapisem filtracji splotowej, czyli w dziedzinie pierwotnej, przy wykorzystaniu efektu nad-
probkowania. Przyjeto takze, iz krotno$¢ nadproébkowania jest rowna liczbie sygnatow.

* Katedra Elektroniki, Akademia Gorniczo-Hutnicza, Krakow
** Praca zrealizowana w ramach badan wlasnych AGH w roku 2005, nr 10.10.120.311
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Rys. 1. Schemat systemu transmultipleksujacego dla trzech sygnatow

2. Macierzowy opis systemu transmultipleksacji
w dziedzinie pierwotnej

Przyjmijmy iz sygnat wej$ciowy liniowego systemu stacjonarnego, odpowiedz impul-
sowa tego systemu oraz sygnal wyjsciowy moga by¢ opisane jako odpowiednie wektory
kolumnowe: x, h, v. Wowczas proces filtracji moze by¢ zapisany nastgpujaco

K-1
v(n)= Y h(k)-x(n—k) ()

k=0

Przyjmujac dla ustalenia uwagi K = 8, rownanie (1) mozna rowniez przedstawi¢ w po-
staci wektorowej

[ x(n) |
x(n—-1)
x(n-2)
x(n—23)

VO =IO bd) h@) B b B bO b ¥
x(n—5)
x(n—06)

| x(n—7) |

Wprowadzenie M-krotnego nadprobkowania powoduje nastgpujaca modyfikacje sy-
gnatu wejsciowego (tu, dla ustalenia uwagi: M = 3)

Xy =[x(n) 0 0 x(u-=1) 0 0 x(n-2) of 3)



Projektowanie bankow filtrow wyzszych rzedow... 411

Wynik filtracji takiego sygnatu, po opuszczeniu mnozen, w ktorych uczestnicza zera,
mozna zatem zapisa¢ wektorowo

x(n)
vir (0 =[h(0) hG3) h©)]| x(a-1) @)
x(n—2)

przy czym indeksy k oraz n sa powiazanie poprzez operacj¢ nadprobkowania
k=M -n Q)

Na podstawie powyzszych rozwazah wyliczenie kolejnych elementow wektora v,
mozna zapisa¢ macierzowo

[ vy k) 1 [ 0 h©) h@ h©)]|[x(n+1)]

vy (k+1) 0 h@® h@) h®") x(n)

- - (©)
v (k+2) 0 h®2 hG) 0 ||x(-1

vy k+3)| |h©) hB) h©) 0 ||[x(n-2)

W zapisie (6) przyjeto, iz rozwazany filtr posiada K = 4 wspotczynniki. Przedstawiony
sposob opisu mozna tatwo uogo6lni¢ dla dowolnych wartosci K oraz M.

W celu wyjasnienia dalszego sposobu rozumowania rozwazymy przyktadowy system
dla M = 3 oraz K = 8. Jezeli skonstruujemy wektor zawierajacy probki wszystkich trzech
sygnatow w pigciu kolejnych chwilach pierwotnego taktowania (przed nadprobkowaniem)

FXyZn+2q
x(n) XYZ,11
xyz, =|y(n) = Syea =| X¥Z, ™
z(n) - XyZ,_,
LXYZn-2 Jy5x

to w celu otrzymania zsumowanego sygnatu nadprobkowanego w kolejnych 8 taktach

sp =[stk) s(k+1) s(k+2) s(k+3) s(k+4) s(k+5) s(k+6) s(k+7)]T 8)
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powinno si¢ postuzy¢ nastgpujaca macierza zawierajaca odpowiedzi impulsowe fil-
trow syntetyzujacych h, stanowiaca odpowiednio rozbudowana wersj¢ macierzy z rowna-
nia (6)

0 0 0 0 0 0 h(0)h ) h,(0)hG h©h(0)h(©6) h 6 h,(6)]
0o 0 0 0 0 0 h®h@®h@®h@h@®hOh@h) 7
0o 0 0 0 0 0 h@hOhOEEMRKE 0 0 0
. 0 0 0 h(0)h©h©h@EhEhEh©6hbEME 0 0 0 ©)
U NOR NOR NOR RORNOLNOR NGR NOR X R
0 0 0 h@QhOhAhKEMEHE 0 0 0 0 0 0
h,(0) hy(0) h () h (3 h (3) h,(3) h (6 h(©® h@© 0 0 0 0 0 0
b, () by b () b () by b @) b RN 0 0 0 0 0 0 |
Filtracja moze by¢ teraz zapisana za pomoca rdwnania macierzowego
Sk = D'Sxyz,n (10)
Macierz D posiada K wierszy oraz P-M kolumn, gdzie
K
P=2—|-1 11
H an

Symbol [ 1 oznacza zaokraglenie w gorg.

Kolumny macierzy D mozna podzieli¢ na grupy po M kolumn, przy czym centralne M
kolumn to macierz H, ktéra w rozwazanym przyktadzie zawiera 3 kolumny

H=[h, h, hz]KxM (12)

Uogolniajac, macierz D konstruuje si¢ nastepujaco. Przesuwajac si¢ w lewo od cen-
trum co M kolumn, kopiuje si¢ zawartos¢ poprzednich M kolumn, przesuwajac je jednocze-
$nie w dot o M wierszy i wypelniajac powstate wolne miejsca zerami. Kolumny na prawo
od $rodka konstruuje si¢ analogicznie, jednak przesuwanie wierszy odbywa si¢ 0 M wierszy
ku gorze. W wyniku otrzymuje sig zaleznos$¢ (11) na konieczna liczbg kolumn oraz postac
macierzy przedstawiona przyktadowo w (9).

Proces analizy sygnatu s mozna réwniez zapisa¢ macierzowo (dla przyktadowych
trzech sygnatow)

x(n)
G-s; =[y(n) (13)
z(n)
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gdzie macierz G zawiera w swoich wierszach filtry analizujace w odwrdconej kolejnosci

g:.(7) g6 g0 2@ g0 g@ g0 g/«
G=|g,(7) g,0) g,O6 g g0 g, g0 2,0 (14)
g.(7) g.(6) g0 g4 g0 g g0 g (©

Chcac doktadnie odtworzy¢ sygnaty wejsciowe, nalezy doprowadzi¢ do tego, by za-
stosowane filtry gwarantowaly spelnienie nastgpujacego rownania

000O0OO0OO0O1O0O0OO0OO0OO0OOOSO0OOQ
G-D=(0 00 0OOOO1O0UO0OO0OO0OO0OOPO (15)
000O0OO0OO0OO0OO0O1TO0OO0OO0OOOO0OPQ

Uogodlniajac, mozna stwierdzi¢, iz wynikajaca z mnozenia macierz (15) powinna mie¢
nastgpujaca budowe

[Orcr Oneerr = Oneerr Enerr Omcor = Ongar Ongemt lyyopns (16)

gdzie E,,,, oznacza macierz jednostkowa o podanych wymiarach, a 0, , kwadratowa ma-
cierz zerowa.

W przedstawianym przyktadzie prowadzi to migdzy innymi do nastgpujacych warun-
kéw wiazacych filtry h oraz g:

[g,.(1) g.(0) h,(0) h,(0) h,(0)

g,() g,(0) .|:hx y z :IZ v (17)
(O by hQ)

2.() £.(0) ’

27 &8Oy 6) b6 b6

2,(7) 2,06 .|:hx y z :IZ o (18)
«(7) hy(7) h(7)

2.() £.6) ’

Warunki (17) i (18) stanowia zatem przyktadowe, cho¢ w tym przypadku niekomplet-
ne, wytyczne do projektowania opisywanych filtréw. W przypadku gdy K = M, kompletny
zestaw warunkOw mozna zapisac nastgpujaco:

D=H (19)
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co jest wynikiem zgodnym z opisanym w [2] i oznacza, ze obie macierze filtrow musza by¢
wzajemnie odwrotne. Zgodnos¢ dla tego szczegdlnego przypadku z [3] moze by¢ potrakto-
wana jako potwierdzenie poprawnosci przeprowadzonego rozumowania.

W dazeniu do opracowania metody wyznaczania filtrow gwarantujacej spetnienie
dyskutowanych warunkéw przydatne okazaty si¢ twierdzenia dotyczace rzedow sumy
i iloczynu macierzy. Przyjmujac, ze r(A) oznacza rzad macierzy A, a m jest wspolnym wy-
miarem mnozonych macierzy, twierdzenia te mozna zapisa¢ nast¢pujaco [1]:

r(A+B) < r(A)+r(B) (21)
r(A)+r(B)-m < r(A-B) < min (r(A) R r(B)) (22)

Sposob wykorzystania powyzszych twierdzen zostanie przedstawiony w kolejnym
rozdziale.

3. Przyklady
3.1. Przyklad 1

Przyjmijmy M = 3 oraz K = 6. W takim przypadku macierze D i G mozna zapisa¢

nastgpujaco:
Do 05 H; Hp
“|H, H, 0 (23)
1 2 3%3
G=[G; G,] (24)

Wszystkie podmacierze wyszczegdlnione w (23) i (24) sa kwadratowe, o wymiarach
3x3. Zastosowanie (21) i (22) prowadzi w tym przypadku do nastgpujacych warunkoéw

r(Hy)+r(Hy) =3 r(H)) =2 r(H) =1
rG+r(Gy =3 rHy)=1" = JrHy)=2 (25)
r(Gy)+r(Hp)<3 r(Gy)=2 r(G,) =1

Warunki te oznaczaja, iz, przyktadowo, trzy tréojwymiarowe wektory bedace kolumna-
mi macierzy H, musza by¢ wspotliniowe i rownolegle do ptaszczyzny wyznaczonej przez
trzy wektory bedace wierszami macierzy G,. Oczywiscie wektory w macierzy G, musza
by¢ wspolptaszczyznowe. Analogiczny zwiazek zachodzi miedzy wektorami macierzy G,
i H,. Jednoczes$nie cata macierz G musi by¢ rzedu trzeciego i to samo dotyczy trzech $rod-
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kowych kolumn macierzy D. W oparciu o przedstawione przestanki mozna skonstruowaé
algorytm umozliwiajacy wyznaczenie odpowiednich filtrow. Ciag dalszy rozumowania zo-
stanie przedstawiony na kolejnym przykladzie.

3.2. Przyklad 2

Przyjmijmy w tym przypadku, ze M = 3, natomiast K = 5. Wykorzystanie opisanych
wezesniej warunkow prowadzi do nastgpujacej propozycji wyznaczenia zestawu filtrow
gwarantujacych doktadne odtworzenie trzech sygnatow wejsciowych. Macierz H, ktorej
kolumny to filtry syntetyzujace, tworzona jest z wykorzystaniem skalarnych wspotczynni-
kéw a oraz dwuwymiarowych wektoréw kolumnowych v, i v,. Wspétczynniki a musza
by¢ tak dobrane, by macierz H byta rzedu trzeciego, co oznacza, ze macierz sktadajaca sig
ze wspotczynnikow a musi by¢ nieosobliwa

M1V 412°vV1 413V
H=| ay ay a3 (26)
asz1-Vy azp-Vy 433-V)

Nastepnie tworzone sa dwa dwuwymiarowe wektory kolumnowe w, i w, i wyznacza-
ne sg wartosci nastgpujacych iloczynow skalarnych:

Y=WioVy; 8=W2°V2 (27)

Zadna z par wektorow: v, i w, ani v, i w,, nie moze by¢ ortogonalna, poniewaz Zaden
z iloczynow (27) nie moze dawac zera. Na tej podstawie tworzona jest macierz

qrY apY a3y
A=| ay ap  ay (28)
031'6 032'6 033'6

oraz macierz do niej odwrotna

B=A"! (29)

Przyjmujac, iz macierz B sktada si¢ z elementéw b, mozna teraz nastgpujaco zapisaé
macierz G sktadajaca si¢ z filtrow analizujacych

T T
biy-wi by bizowy

G=|by W by by-wh (30)
by Wi by by3owh
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Realizacjg opisanego algorytmu rozpoczyna si¢ od wyznaczenia zestawu filtrow syn-
tetyzujacych, zawartych w macierzy H. Istnieje nieskonczenie wicle zestawow filtrow spet-
niajacych opisane powyzej warunki, dlatego na potrzeby ilustracji wywodu wytypowano
przyktad jak najprostszy. Niech zatem

11 1
11 1

H=|1 -1 -1 (1)
11 4
-1 -1 1]

Zastosowanie opisanej wyzej procedury prowadzi do wyznaczenia nastgpujacych fil-
trow analizujacych gwarantujacych wierne odtworzenie sygnatow wejsciowych

rr2 00
G=_100 2 1 - (32)
11 0 -1 1

Na rysunku 2 pokazano amplitudowe charakterystyki filtrow syntetyzujacych wyko-
rzystanych w przyktadzie, gdzie przez H, oznaczono charakterystykg czgstotliwosciowa
k-tego filtru.

Wykresy amplitudowe fitréw cyfrowycn H

35FFMDK . ﬂ‘!
; o % . —4— s

./".Hh i i !
kN g\'“\ | "o - Hy

2.5} | f “

/ \/7*

ﬂa;f‘

0 0. 2
C?qstotl’rwosc znurmahzowana

=y

Rys. 2. Wykresy charakterystyk amplitudowych wykorzystanych
w przyktadzie filtrow syntetyzujacych
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4. Podsumowanie

Rozwigzanie problemu wyznaczenia filtréw dla: K = M (przy dowolnym M) oraz
K=>M, gdy M =2, zostato obszernie opisane w [3]. W przedstawionym opracowaniu opisa-
no propozycjg¢ rozwiazania problemu doboru zestawow filtrow dla systemu transmulti-
pleksacji, gdy zalozone ciagi odpowiedzi impulsowych filtrow sa dtuzsze niz liczba sygna-
tow, czyli dla K > M, oraz gdy jednoczesnie liczba tych sygnatow jest wigksza niz dwa,
czylidlaM > 2.
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