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Niekwantowymi p�������		
�1�
��
���		�2	3������	3����	�4�52��	
61	�����7	��	o-
���7	�	����	8���	���	�4�1�	�	9	�1������
:	3�
���52��	��	��;	���
����	�
��<1���5	���7�

	 ���7	��	����7	=>>�	>�?@	�	3���3��
�	3������
	
�1�
��
���7�	�4�����	�������	�	�1�
3����	�4�	3������	��52		�����
�5�	
�
�;��z��	�	;���	�1�������		1	����4�	��	����	
����
������52	
6��������	���3�	�	�65�4�	3����	�4�@	�	3���3��
�	3������	��������	��	�	��	a-
���	3��1�4�	���
���	����	���
�	�	����	p(l).

������	��������	��	�	�1���������4�	�	��	������7	��3��
����	��	��	���	���
����	��z-
�	���
�4�	�	����	
	3���	�@	�	3���3��
�	���
�	
�
	�������
��7�	�1�	
�����7	��
�����
3��	���
	
	��<
	������	��7�			�1�	
�����7	�;�2	�����
���	����1��	����	��	����	��	�
�6
���������		��1�
�1�����	�	
�����7	 ����	���	�2	��
����	
	3�����	�1�	�	;���	������	

��;<�	��		μm (rozmiar zarodków krystalizacji) i kilkunastoma μ�@	A	����	�	����	
�	���k-
�5��7	
����		 ��	 >	 ��	 
	1
������	�	1	���
@	�6������	 �������	 ���
����	 ����	���
�	 ���7

��������
	p(l)	�2	 ���
�����		���
������	@	�6�
�4		��	 1	������<B	 ���
�5		 		������	���2
�����
�<B	 3�����	���
	 ���
��5���7�	 ������	 
	 ��
	�	 3���3��
��	 ���
����	 ����	���
�

3����1	��B	 �	24���		 ���
�5��	@	��	
�41;��	��	 �7���
���	 	�7	 3�
���
��	�	 8
�����1	���5�
����
�	�	����
���
:�	�����	��	3����1	��C	���
�B	�	24���7	���
����
	3��
��3����ieC�
��
�@	 D;���<�		 ���
����
	 ����	���
��7	 3����1	����	 �2	 
����	 �
�3�������������	

���k�5��		4;���<�		���
����
	3��
��3����	�C��
	=E?@	F�51�3����	3����1	���	��	5���	4;�
���<B	���
����	1�4�����	����������1��4�	8��	5���	��3���	�	������1��			�������	���
���	��
�� jako twierdzenie Edgewortha–Kapteyna [7, 8]
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gdzie:
l 9 <����	��	�	�����

m i σ 9 3��������	4;���<�		���
����@
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���adu rozmiarowego w czasie.
Do symulacji kinetyki procesu rozdrabniania p(l, t�	��
�
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Modele stochastyczne, oparte na ró��
��	��	���
�
��
�����
���	,-.	�����	���	�
�

������
�%	 �����������	 ����
���	 ��
"��������"�	 ��������	 I���odzin” (Bi, j dla j > i�
�6I�������J	�Si�	�
�����
�������	������	��	!�������&'	/���
���	�����n�"�	 ���&	��������

����������	��		
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�����	����	�"wnaniem [2]
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gdzie:
ΔP(l, t) 9 ��41;���	����	�����5		�	<����	�	����	����	li,

Si – element macierzy zaniku ziaren we frakcji i,
Bi,j – element macierzy przesypania ziaren z frakcji j do frakcji i@

������	�	����	����	�����	��3	��B	5���	������	�	�������	L�1�����	=>� 	>?

max

0

''
lt

l

dydt
y

∂= + ⋅ ⋅
∂∫ ∫
( )

( ) ( ) ( ) ( )
P y,t'

P l, t P l.0 S y B l, y (3)

gdzie: S(y) i B(l, y)	5��	3�3�����	�	8�	�2	����	�2 	��	�2	��	�����5�	�	�1�	��	����ch), nato-
miast P(l)	5���	�����<�	2	��������	�����1�����4�@

M��	�����	�������B 	�1������	���	����	3�����3����	�	Si i Bij	�2	�	���1����	��	����� 

��	5���	����	��	������	���	9	�2	���	3���������		����<1�52���		3�����3����	�C����	��z-
padu ziaren w danej frakcji Przy takim sposobie opisu procesu, jego kinetyka jest charak-
te��������	3�3����	����<1��	�	3�����		������������5	��	��	 1	������<�		 1��	����	�63�!

�����4�1���7	�����5��7	�	����	�	ΔP(l, t) [12, 1].
"���1�	��3	������	�3����	�2	��	3����1	���	�	 �����5������	����<1����7	��	��	����

4;���<�		���������	����	������7@	F�5��;<�	�5	���������	�2	�������	�������	3����1	��C
4;���<�		���������	����	������7	4;���<�	��		���������	3�����3����	�C���@	#�������o-
�� 	���������	�2$	<����	�	�������� μ lub rozmiar ziarna lw, dla którego w����<B	3����1	�e-
�	�	�����1�����4�	��������	����	�����4�	3����	���	����<1��2	�����<B	w(lw) [6, 3]. Za-
1����<�		 μ(t) lub lw(t) 3����1	��52	 �	�����;	 3������ 	 �	 �����5�	 3����1	��52��	 ������	2
3�d����;	�14�������	�3����1	����5���7		6�����������5		3������	=>� 	2? 	�1�	�	�	����1	!
�	�52	����1����	�	3������	�6<�����	���	�	����1���@	%�3	���	�	������	3����	N����	��
8�&&>:	����1	�	��	���2	�y��1��5;	����	���4�	3������@

'����	�2	�����	������	��1	����	�	�����<�		���	����	Bij oraz Si	��	3������	�	���	!

���	 3����1	��C	 �	�����		 3������	 =>� 	 >?@	 "�����	 ��	 �2	 ��1����	 ��	 �	�1�	 3��������� 

�	3�����	�������	� 	����		�7	���1	���5		��1���	��	��������<�		3���	���	��	�����5�	3����1	��!

�	�	��z������	����	3���5;��4�	�����	�����	Δt. (3������	�	;	�1�	��z�����	��	�	�����7	�	�!

���	8�	����	����7	�������������7: 	�����	���	3���	��������	��	�	�1����������	5���	����

����	lny.
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#������	��5<�	�	��������������4�	��	����1��5		����1�	5���	�������	� 	��	3�5���n-
���	�	����	����	���3�<B	�	;	��	��1���5;	�	����	�	��	�5����7	����	����7 	�	3�����3���!

�	�C����	��������	�	��1���5		�	����<1����7	����	����7	�	����	��1���	��	����13			3������!

4�1���7	�1�������	��1���5		=>> 	3?@
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Entalpia danego ziarna (Gz:	5���	���2	5�4�	����13			3��	����7�	���5	8GzS:	 		����13		
��5;��<�	�wej (GzV).

+���13	�	 3��	����7�	���	 5���	 ��	2����	 �	 �����2	 3��	����7�		 �	����	 8Sz:	 	65���	 ��
�����<�		3�1�	3��	����7�		�3����	3��3���5���1��

zS s zG g S= ⋅ (4)

gdzie gs	5���	����13	2	3��	����7�	��2	���<�	�2 	����2	�1�	����5	��������5	@

Entalpia	��5;��<�	���	�	����	5���	��	2����	�	5�4�	��������2	����;����2	8�������	��

�	����	�	��5��	�5����7	�1�������	9	��������	9	�	�����	�	������1	���5		����	�������	��

�	����	 5���	 3�1	��������� 	�4��4���	 1��	�41�������:	 		 5���	�3����	 3��3���5���1��	��	 5�4�
��5;��<�		8Vz)

zV v zG g V= ⋅ (5)

gdzie gv	5���	����13	2	��5;��<�	��2	���<�	�2 	����2	�1�	����5	��������5	@

,	�����	�	���3���	�	����	����13	�	��5;��<�	���	�	�	�1�4�	��	��	�	8��	������	����13	�
��5;��<�	���	�	����	3	�������4�	5���	�����	���	�	����13			��5;��<�	����7	�������	�7	�	a-
���	�6��1���5	 	3��	����	��������� 	��	�	�	��	�����	����	�	���adzie).

F	��7	��	������	8�	3���1	����	�	��	3�5�������	�	����:	�����������	5���	����4	�	ΔE0
oraz {Ki}N jest zbiorem kolekcji ziaren o mniejszych	����	����7	3��������7	�	�	����	3	�r-
wotnego.

Kolekcja KN jest zbiorem ziaren o tych samych rozmiarach równych rozmiarowi za-
rodka krystalizacji.

%1�	�����5	��1���5		Ki	�����	����<1	B	�	�	��1�2	����4	;	3�������2	��	��������	�	��!

��5	3��	����7�		ΔEi

0
1 1

J L

i Slji
j l

E E G
= =

⎛ ⎞
Δ = Δ − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

∑ ∑ (6)

gdzie:
L 9 1	������<B	��	���	�	����	�6���7	�����7	����	����7	�	��1���5		Ki,

GSlji 9 ����13	�	3��	����7�	���	3�5�������4�	�	����	�6����	����	��3��	���52���
	�������		l w kolekcji Ki,

j – indeks frakcji w kolekcji.

(���52�	�������	�	ΔEi dla i ∈ <1; N > otrzymujemy

( )
1

N

K i
i

E E
=

= Δ∑ (7)

��	5���	�����	�	��	�����1	��52���	3��������C	3�����3����	�C����@
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#�����3����	�C����	pi rozpadu ziarna pierwotnego do danej kolekcji Ki wynosi

i
i

K

E
p

E

Δ
= (8)

,	3���3����������7	����1��5��7	3���5;��	����4	;	E0	8����4	�	3��������	��	���3���
�	����	��	�	����	�6����	����7	��������:	��	����4	;	����������2	����������2	3������	5�d-
nego aktu rozdrabniania pojedynczego ziarna. -������	 �	; 	 ��	 ���	�	 �������	�	 3����1�
������1	����B	��1	����	�@

0
1

N

SlN
l

E G
=

= ∑ (9)

,	3�������	�������	�� 	��	���	��41;��	��	����	��	�	����	3	�������4�	3�����	�;��	�
3��e�	�4��	������	���	����	�1�	����<1���5	��3�������	�	��	k energii dostarczonej do ziar-
na E0

0 0E k EΔ = ⋅ (10)

'�������	7���4��	����<B	���3���	�	���� 	��	������� 	��	�������	�	����	3��7�����7
5���	 ���		���	 5��	�������	�	����	3	�������4�@	-����	<�	� 	 ��	�������	�	 5���	������	�����

�3��������	�� 	�1�	 5���	���1	��	 8		�	������	���	�����:	�63���2�����5	���	�	����C	 ����o-
���7@	M���	 ��	 �����	�������	� 	�����	�	�	3��	���	3������	B	��	�����7	��;���	���	���

����1��5		�63���3����	 �	����	 ����������7	 �	����5	 	1�<�		 ��������	����	�	 3���3����

����������	��1���1���ych.
#�����3����	�C����	 ���3���	 3�5�������4�	 ���������	 ���1���	���	 ���������	 ��

5�4�	3������5�	������4�@	,	�������	����7	�������7		�	�	;����	5���	3������5	�	���� 	���
�	;k���	 3�����3����	�C����	 3��������	�	 ��	 ����4			 ��	 �����	��	 ��������	�52��4�
�	���	��	�������	� 	���1		�������	�	;����	3�����3����	�C����	���3���	���������@

F�	�������	�	3��������	���	�����	�	����1��5		�14����� 	�3	��52��	���3��	3�5e���!

���4�	�	����	��	��1���5;	��	�5����7	����������@	ROZMIAR	�������	 ��	 1	���;	����d��� 

�	������7	������	�	;	3���2�����	��������@	K=?	 5���	��1���52	�	����	3��7�����7 	�	��órej
element K[i] to rozmiar i!��4�	���������	�	��1���5		81	����	�������� 	�	������7	5���	��	���!

������:@	Gj	�������	����13	;	�	����	�	����	����	j, natomiast funkcja rand(x) zwraca liczby
pseudolos���	�	3�����	���	P&Q xR	�	�����adzie jednostajnym.

F�	�������	.	3��������	���	�14�����	�����	��	����1��5		��������	��	�	3����		��o��!

��5	�	�	����	�	 1�4�����	����!�����1���	 ��������	�	�������@	L	�������	 1	���;	 �����5	 
K[i?	 5���	 1	���2	����������	�	 i-tej frak�5	@	%1�	�����4�	�	����	�	3���2�����5	3����		��!

��a�����	5���	��1���5�	�	����	3�������7	3���	����	�	�14������	ROZPAD(ROZMIAR), po-
kazanego na rysunku 2.
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F�	�������	2	3��������	���	���������	�	����1��5		7	���4����	���������	�������7
�	����	��	�����5��7@	#���2�����	3�����	�	�������	��������	�	1�4�����	����!�����1���
m = –13,04 i σ	T	& S	8���@	2�:	3���	�1���	�������	��	>&	&&&	�����5	 	��3��	���52���7	����	�!
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�	�	����������	��	�	����	�	�
��			�	�	�		��	���	���	����	 	!		"�����	�	������ane by��

����
	����	#��	
�
�$��	ΔE0	8>&:	3���3���52��5	��	 5����	�������� 	��3�������	�	k	�����	�%

& &&>	8���@	&�: 	& &&'	8���@	&�: 	& &>	8���@	&�: 	& '	8���@	&�: 	>	8���@	&�:@	%�	��1	���C	3���5;��
5���������2	����13	;	3��	����7�	��2	���<�	�2	8gs = 1 J/ m2:Q	3���	���	�	�������	�	�����(

�	��	 ����4	�	 �����������	 ��	 3����		 �����	 ����	 �dpowiednio: 1,43·107 J, 7,14·107 J,
1,43·108 J, 7,14·109 J, 1,43·1010 J, a E0 = 1,26·105 J.
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5	���4����	3��������	���	��	�������	&	3�����52 	5��	�	�����	�	3������	��������	��	�
����	��	��������	����4			3������a��5	��	3���2�����5	3����		8�	��������	�	1�4�����	����(

�����1���:	��	��	�	�	;	�������	������	�	����	��	�����5��7@	'	��������	�������B	���(

��	3��������	�	�	;	�����<�		lmax	83���	��	�	�	���� 	�1�	�����4�	�������	3���5��5�	����y-
��1�2	�����<B:			��������	��������	����	��	��������	����4			ΔE0 i Ec (energii ca����	��5:
�����������5	��	3���2�����5	3����	@	4��1���	��	�	3�����3����	�C����	���3���	���������

��	5�4�	3������5�	3����1	��	5���<�	���	���	�		����1��5		��	���	���	���3��������1���7
=>&?@	F	����41;��	��	�	��5	3�3����		3���������	��	;�����	�	�	;	�����<�		lmax dla du���7
�����<�		ΔE0 i Ec	����	�		�7	�������� 	��	�	�	5���	�4����	�	���	���		��<�	�����lnymi.

6���4	�	 ������	��	Ec	 �����������	 ��	 3����		 5���	 3���������	 �����52���	 3�������
		������	�	�	�����	�	��1����7	����C	�����	��	����<1��	�	�	�����		3�ocesu.
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