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Symulacja procesu rozdrabniania ultradrobnego
dla niejednomodalnych rozkladow rozmiarowych ziaren

1. Wprowadzenie

Niekwantowymi procesami kolektywnymi sa procesy przebiegajace w licznych zbio-
rach ziaren (czy tez ogdlnie — elementéw) powodujace zmiang rozktadu okreslonej cechy
w tych zbiorach [11, 10]. W przypadku procesow kolektywnych, ogromne znaczenie dla
przebiegu procesu maja interakcje wewngtrzne migdzy elementami licznego zbioru, ktore
decyduja w znacznym stopniu o jego przebiegu. W przypadku procesu rozdrabniania zmia-
nom podlega rozktad rozmiarowy ziaren p(/).

Proces rozdrabniania ultradrobnego ciat statych doprowadza do zmiany rozktadu roz-
miarowego ziaren w probie. W przypadku barwnikow syntenowych, dla ktérych dokonano
pomiaréw w doswiadczeniach, i dla ktoérych beda testowane modele, mamy do czynienia
z krysztatami molekularnymi, ktorych rozmiary sa zawarte w przedziale migdzy setnymi
czg$ciami Wm (rozmiar zarodkéw krystalizacji) i kilkunastoma pwm. Liczba ziaren we frak-
cjach wynosi od 1 do kilkunastu milionéw. Z natury rzeczy, rozktady rozmiarowe tych
krysztatow p(l) sa rozktadami dyskretnymi. Z uwagi na liczebno$¢ frakcji i bardzo mala
szeroko$¢ przedziatow frakcyjnych, mozna, w takim przypadku, rozktady rozmiarowe
przybliza¢ ciaglymi funkcjami. Ze wzgledu na charakter ich powstawania (krystalizacja
masowa z roztworow), mozna do przyblizen uzywac ciaglych rozktadéw prawdopodobien-
stwa. Ggstosci rozktadow rozmiarowych przyblizane sa wtedy dwuparametrycznymi
funkcjami gestosci rozktadow prawdopodobienstw [6]. Najlepszym przyblizeniem jest gg-
stos¢ rozktadu logarytmiczno-normalnego (co jest zupetnie naturalne i zostato udowodnio-
ne jako twierdzenie Edgewortha—Kapteyna [7, 8]
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gdzie:
| — S$rednica ziarna,
micG — parametry gestosci rozktadu.

Przyktadowa posta¢ rozktadu log-nor przedstawiono na rysunku 1.
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Rys. 1. Przyktadowe przyblizenie rozktadu rozmiarowego (wykres stupkowy) p(/) jest ggstoscia
rozktadu log-nor p(/), Ap(/) jest udziatem frakcji w calej probie, a m jest masa calej proby

Do obliczenh mozna uzywaé¢ dwoch postaci ggstosci rozktadéw rozmiarowych: gesto-
$ci masowego rozktadu rozmiarowego p(/) i gestosci ilosciowego rozktadu rozmiarowe-
go p{D). Z uwagi na stosowalno$¢ twierdzenia Edgewortha-Kapteyna, dla obliczen mode-
lowych zastosowano ggstos¢ masowego rozkladu rozmiarowego.

Zadaniem symulacji procesu jest okreslenie zmian rozktadu rozmiarowego w czasie.

Do symulacji kinetyki procesu rozdrabniania p(/, ¢) stosowane sa modele stochastycz-
ne oraz modele empiryczne oparte na przyblizeniu funkcjonalow okreslonych na ggsto-
sciach rozktadow rozmiarowych.

Modele stochastyczne, oparte na rownowadze masowo-rozmiarowej [2] zaktadaja ko-
nieczno$¢ wyznaczenia warto$ci wspotczynnikow macierzy ,,narodzin” (Bl.’ j dla j > i)
i,,8mierci” (S;) (przesypywania) ziaren we frakcjach. Warto$ci elementéw tych macierzy
wyznaczane sg do$wiadczalnie, co wymaga duzych naktadow czasowych i materialowych
[3]. Réwnowaga masowo-rozmiarowa opisana jest rownaniem [2]
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gdzie:
AP(l, 1) — wzgledna masa frakcji o Srednim rozmiarze [,
S, — element macierzy zaniku ziaren we frakcji i,
B; T element macierzy przesypania ziaren z frakcji j do frakcji i.

Rownanie roznicowe mozna zapisa¢ jako rownanie catkowe Volterry [12, 1]
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gdzie: S(y) i B(l, y) jak poprzednio (z ta roznica, ze sa to funkcje wielu zmiennych), nato-
miast P(l) jest warto$cia rozktadu skumulowanego.

Jak fatwo zauwazy¢, elementy macierzy przesypywania S;i B 52 niezalezne od czasu,
co jest catkiem zrozumiate — sa one parametrami okreslajacymi prawdopodobienstwo roz-
padu ziaren w danej frakcji Przy takim sposobie opisu procesu, jego kinetyka jest charak-
teryzowana poprzez okreslenie postaci matematycznej zmian liczebnosci lub masy w po-
szczegoblnych frakcjach w czasie AP(I, t) [12, 1].

Modele empiryczne oparte sa na przyblizaniu funkcjonatéw okreslonych na zbiorze
gestoscei rozktadow rozmiarowych. Najczesciej stosowane sa wybrane momenty przyblizen
gestosci rozktadow rozmiarowych gestosciami rozktadéw prawdopodobienstw. Przyktado-
wo, stosowane sa: $rednia rozkfadu pt lub rozmiar ziarna [, dla ktérego warto$¢ przyblize-
nia skumulowanego rozktadu rozmiarowego przybiera okreslong wartos¢ w(l,) [6, 3]. Za-
leznosci Ww(r) lub [ () przyblizaja kinetykg procesu, a funkcje przyblizajace stanowia
podstawe algorytmow optymalizacyjnych i automatyzacji procesu [12, 4], ale nie umozli-
wiaja symulowania procesu w srodowisku wirtualnym. Dopiero niedawne prace Bertoina
(2001) umozliwity taka symulacje omawianego procesu.

Znane sa takze metody obliczania warto$ci macierzy Bij oraz §; na podstawie wyni-
koéw przyblizen kinetyki procesu [12, 1]. Metody te sa zalezne od wielu parametrow,
a przede wszystkim, czas ich realizacji zalezy od doktadnosci podziatu na frakcje przyblize-
nia rozktadow oraz przyjgtego skoku czasu At. Sprawdza si¢ dla rozdrabniania duzych zia-
ren (o rozmiarach centymetrowych), natomiast przy rozdrabnianiu ultradrobnym jest mato
stabilny.

2. Model symulacyjny rozdrabniania ultradrobnego

Punktem wyjscia wykorzystywanego do symulacji modelu jest zatozenie, ze pojedyn-
cze ziarno moze rozpasé si¢ na kolekcje ziaren o mniejszych rozmiarach, a prawdopodo-
bienstwo utworzenia kolekcji o okreslonych rozmiarach ziaren zalezy od entalpii poszcze-
g6lnych elementow kolekeji [11, 5].
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Entalpia danego ziarna (G,) jest suma jego entalpii powierzchniowej (G ) 1 entalpii
objetosciowe;j (G ).

Entalpia powierzchniowa jest zwiazana z budowa powierzchni ziarna (S,) ijest do
wartos$ci pola powierzchni wprost proporcjonalna

G =85°S; S
gdzie g jest entalpia powierzchniowa wlasciwa, stata dla danej substancji.

Entalpia objgtosciowa ziarna jest zwigzana z jego strukturg wewngtrzng (budowaniem
ziarna z najmniejszych elementow — zarodkow — w trakcie krystalizacji oraz budowaniem
ziarna jako polikrysztatu, agregatu lub aglomeratu) i jest wprost proporcjonalna do jego
objetosci (V)

Gy =8V, ®)
gdzie g, jest entalpia objetoSciowa wlasciwa, stala dla danej substancji.

W trakcie rozpadu ziarna entalpia objgtosciowa nie ulega zmianie (to znaczy entalpia
objetosciowa ziarna pierwotnego jest rOwna sumie entalpii objetosciowych wszystkich zia-
ren w kolekcji, poniewaz zaktadamy, ze nie ma strat masy w uktadzie).

Niech do uktadu (w przeliczeniu na pojedyncze ziarno) dostarczana jest energia AE
oraz {K;}  jest zbiorem kolekcji ziaren o mniejszych rozmiarach powstatych z ziarna pier-
wotnego.

Kolekcja K, jest zbiorem ziaren o tych samych rozmiarach réwnych rozmiarowi za-
rodka krystalizacji.

Dla kazdej kolekeji K; mozna okresli¢ minimalng energig potrzebna do utworzenia no-
wej powierzchni AE;

j=1\ =1

J (L
AE; = AE( - Z(stlﬁ ] (6)

gdzie:
L — liczebno$¢ zbioru ziaren o tych samych rozmiarach w kolekcji K,
GSUZ. — entalpia powierzchniowa pojedynczego ziarna o rozmiarze odpowiadajacym
indeksowi I w kolekcji K,
j — indeks frakcji w kolekcji.

Sumujac wszystkie AE; dla i € <1; N > otrzymujemy
N
Eg = (AE;) ™
i=1

co jest czynnikiem normalizujacym przestrzen prawdopodobienstwa.
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Prawdopodobienstwo p; rozpadu ziarna pierwotnego do danej kolekcji K; wynosi

AE;
Ex ®)

b=

W przeprowadzonych symulacjach przyjeto energig E, (energia potrzebna do rozpadu
ziarna na ziarna o rozmiarach zarodkéw) za energi¢ standardowa dostarczana podczas jed-
nego aktu rozdrabniania pojedynczego ziarna. Okazato sig, ze takie zalozenie pozwala
znormalizowa¢ obliczenia.

N
Ey =Y Ggy )
I=1

W praktyce oznacza to, ze bez wzgledu na rozmiar ziarna pierwotnego proces bgdzie
przebiegat zawsze tak samo dla okre§lonej wspotczynnikiem k energii dostarczonej do ziar-
na L,

AEO =k 'EO (10)

Zatozono homogenicznos$¢ rozpadu ziaren, co oznacza, ze ksztatt ziaren pochodnych
jest taki sam jak ksztalt ziarna pierwotnego. Oczywiscie, to zatozenie jest bardzo duzym
uproszczeniem, ale jest mozliwe (i niestety konieczne) w poczatkowej fazie badan testo-
wych. Jest to takze zatozenie, ktore nie powinno prowadzi¢ do duzych bledow wynikow
symulacji w przypadku ziaren zbudowanych z duzej ilosci zarodkow oraz w przypadku
krysztatow molekularnych.

Prawdopodobienstwo rozpadu pojedynczego krysztatu uzalezniono dodatkowo od
jego przekroju czynnego. W rzeczywistych uktadach im wigkszy jest przekroj ziarna, tym
wigksze prawdopodobienstwo przekazania mu energii od czynnika rozdrabniajacego
w wyniku zderzenia, czyli zarazem wigksze prawdopodobienstwo rozpadu krysztatu.

Na rysunku 2 przedstawiono uzyty w symulacji algorytm, opisujacy rozpad pojedyn-
czego ziarna na kolekcj¢ mniejszych krysztatdw. ROZMIAR oznacza tu liczbg zarodkow,
z ktorych sktada si¢ poczatkowy krysztat. K[] jest kolekcja ziaren pochodnych, w ktorej
element K[i] to rozmiar i-tego krysztatu w kolekcji (liczba zarodkow, z ktorych jest on zbu-
dowany). G; oznacza entalpig ziarna o rozmiarze j, natomiast funkcja rand(x) zwraca liczby
pseudolosowe z przedziatu <0; x> o rozktadzie jednostajnym.

Na rysunku 3 przedstawiono algorytm uzyty do symulacji rozdrabniania probki ztozo-
nej z ziaren o logarytmiczno-normalnym rozkladzie masowym. L oznacza liczbg frakcji,
K[i] jest liczba krysztatow w i-tej frakcji. Dla kazdego ziarna z poczatkowej probki wy-
znaczana jest kolekcja ziaren potomnych przy uzyciu algorytmu ROZPAD(ROZMIAR), po-
kazanego na rysunku 2.
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Rys. 2. Algorytm rozpadu pojedynczego ziarna na mniejsze fragmenty ROZPAD(ROZMIAR)
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Rys. 3. Algorytm rozdrabniania ziaren z probki poczatkowej
o logarytmiczno-normalnym rozktadzie masowym ziaren

3. Wyniki symulacji

Na rysunku 4 przedstawiono otrzymane w symulacji histogramy rozktadéw masowych
ziaren we frakcjach. Poczatkowa probka o masowym rozktadzie logarytmiczno-normalnym
m=-13,0416=0,8 (rys. 4a) podziclona zostata na 10 000 frakcji, odpowiadajacych rozmia-
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rom krysztalow ztozonych kolejno od 1 do 10 000 zarodkéw . Do probki dostarczane byty
rozne wartosci energii AE;, (10) przypadajacej na jeden krysztal, wspotczynnik k wynosit:
0,001 (rys. 4b), 0,005 (rys. 4c), 0,01 (rys. 4d), 0,5 (rys. 4¢), 1 (rys. 4f). Do obliczen przyjeto
jednostkowa entalpi¢ powierzchniowa wlasciwa (g, = 1J/ m?); przy takim zalozeniu catko-
wita energia dostarczona do probki réwna byta odpowiednio: 1,43'107 J, 7,14'107 J,
1,43-10°7, 7,14-10° J, 1,43-10'J, a E = 1,2610° J.
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Rys. 4. Wyniki symulacji — rozklady masowe dla ré6znych warto$ci energii catkowitej dostarczonej do
poczatkowej probki i roznych wartosci wspotczynnika & (k — wspotczynnik energii przekazywanej do
pojedynczego krysztatu)

Objasnienia w tekscie

Poczatkowy rozktad logarytmiczno-normalny zostal wyznaczony dla rzeczywistej
probki barwnika — brunatu syntenowego P-BL w trakcie badan procesu rozdrabniania tego
barwnika w Osrodku Badawczo-Rozwojowym Przemystu Barwnikow w Zgierzu. Badania
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byty prowadzone przez jednego z autoréw niniejszego opracowania, a ich wyniki zostaty
opublikowane w pracy Przybyszewskiego [11]. Uzyskane podczas symulacji wyniki sg ja-
kosciowo zgodne z opublikowanymi wynikami eksperymentow.

4. Whnioski

Histogramy przedstawione na rysunku 4 pokazuja, jak w trakcie procesu rozdrabniania
wraz ze wzrostem energii przekazanej do poczatkowej probki (o rozktadzie logarytmiczno-
normalnym) zmienia si¢ rozktad masowy ziaren we frakcjach. Z wykresow zauwazy¢ moz-

na przesuwanie si¢ wartosci /,,,, (promienia ziaren, dla ktorego rozktad przyjmuje maksy-

malng warto$¢) 1 ksztattu rozktadu wraz ze wzrostem energii AE i E,. (energii catkowitej)
dostarczanej do poczatkowej probki. Uzaleznienie prawdopodobienstwa rozpadu krysztatu
od jego przekroju przybliza jakosciowo wyniki symulacji do wynikéw eksperymentalnych
[10]. Nieuwzglednienie tej poprawki powodowato zwigkszanie si¢ wartosci /,,,,, dla duzych
warto$ci AE i E, wraz z ich wzrostem, co nie jest zgodne z wynikami doswiadczalnymi.

Energia calkowita E, dostarczona do probki jest parametrem sterujacym procesem
i zostanie w trakcie dalszych badan uzyta do okreslenia kinetyki procesu.

Literatura

[1] Auer A.: Das probabilistische modell des kontinuierlichen Zerkleinern. Powder Technology, 28,
1981, 77-82
[2] Austin L.G.: 4 Review: Introduction to the mathematical description of grinding as a rate pro-
cess. Powder Technology, 5, 1971/72, 1-17
[3] Austin L.G., Shoij K., Bhatia V.K., Jindal V., Savage K., Klimpel R.R.: Some results on the de-
scription of size reductionas a rate process in various mills. Ind. Eng. Chem. Proc. Des. Develop.,
15(1), 1976, 215-222
Beke B.: Fine grinding. Budapest, Kovo 1981
Bertoin J.: Homogeneous fragmentation processes. Probab. Theory Relat. Fields, 121, 2001, 301—
318
Cadle R.D.: Particle Size. Theory and Industrial Application. New York, Reinhold 1965
[7] Hukki R.T., Reddy I.G.: Dachema Monographien, 57, 1967, 313
8] Kapteyn J.C.: Skew Frequency Curves in Biology and Statistics. Griintugen, 1906 [w:] Bennet
J.G., Journal of the Institute of Fuel, London, October, 1936, 22-54
[9] Lukasiak K., Przybyszewski K.: Normalizacja parametrow symulacji procesu rozdrabniania ul-
tradrobnego. [w:] Selected Problems of Computer Science, 2005, Rutkowska D. (red.), w druku
[10] Przybyszewski K., Lukasiak K.: Modelowanie i symulacja procesow kolektywnych na przykitadzie
rozdrabniania ultradrobnego barwnikow. [w:] Environmental Mechanics, Methods of Computer
Science and Simulations. Part 2: Methods of Computer Science and Simulations, Lviv, 2004,
174-196
[11] Przybyszewski K.: Badania doswiadczalne proceséw kolektywnych. Biul. Barwniki i Srodki Po-
mocnicze, XXXII, 2, 1988, 37-43
[12] Randolph A.D., Larson M.A.: The Theory of Particulate Processes. New York, Academic Press
1971

——
W A
—

—
[o)}
—_



452 Krzysztof Przybyszewski, Krzysztof Lukasiak




