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Analiza wymiaru fraktalnego okrzemek

1. Wprowadzenie

Nauka opisuje zmieniajaca si¢ rzeczywisto$¢ na podstawie poznanego porzadku
opierajacego si¢ na sekwencji wzajemnie uwarunkowanych przyczyn i skutkow [2]. Kazda
nieregularno$¢ powinna zosta¢ wytlumaczona jako dziatanie jakiej$ przyczyny. Nie zawsze
jednak ta przyczyna musi by¢ znana. Wedtug deterministycznego podejs$cia do nauki kazde
prawo czeka tylko na to, az kto$ je odkryje. Jest to bardzo optymistyczne spojrzenie na
mozliwosci poznawcze cztowieka. Majac takie narzgdzie jak komputer, cztowiek spodzie-
wa sig, ze prawa, ktore odkryt, pozwola mu szybciej i doktadniej przewidzie¢ zjawiska, kto-
rych zachowanie poznat. Okazuje si¢ jednak, ze czasami nawet to narzedzie nie radzi sobie
z nieskonczona iloscia przyczyn, ktére ksztattuja zachowanie proceséw w rzeczywistosci.

Paradoksalnie to wtasnie komputer uzmystowit cztowieckowi jak bardzo skomplikowa-
ny jest §wiat i ze by¢é moze niektore procesy nigdy nie zostana przez niego przewidziane.
Czlowiek poczut si¢ bezradny przy probie poznania tych proceséw i nazwat je chaotyczny-
mi. Takie podejécie do nauki, przeciwne do podejs$cia deterministycznego, przyczynito si¢
do proby ogarnigcia chaotycznych zjawisk za pomoca metod przyblizajacych ich zachowa-
nie [1]. Do gtéwnych tego typu dziedzin nauki mozna zaliczy¢ analizg statystyczna, ktora
opiera si¢ na rachunku prawdopodobienstwa i badaniu zmiennej losowe;j [2, 3]. Inna dzie-
dzina wyjasniajaca procesy naturalne jest teoria chaosu, ktorej jednym z narzedzi jest geo-
metria fraktalna. Obydwie dziedziny sa ze sobg $ci§le powiazane. Charakter jezyka geo-
metrii fraktalnej, a wige samych fraktali, jest idealny do opisu, moze nie samych proceséw
badanych przez teori¢ chaosu, ale ich skutkéw. Kazde zjawisko chaotyczne zachodzi we-
dtug pewnych regut. Jedna z tych regut jest to, ze przyczyny tych zjawisk zaleza od proce-
sow S$cisle okreslonych, a skutki zjawiska chaotycznego da si¢ przewidzie¢. Przyktadowo
na proces formowania si¢ chmury ma wplyw wilgotnos$¢ i temperatura powietrza, sita wia-
tru, ci$nienie itd. Zatem mozna si¢ spodziewaé, ze sam proces formowania si¢ chmury za-
chodzi wedtug $cisle okreslonego schematu, ktorego algorytm daje wedtug nas chaotyczne
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efekty. Powstaje pytanie: jak doj$¢ do tego, aby mozna byto przewidywaé ksztatt chmury?
Teoria chaosu nie pozwoli jeszcze przewidzieé, jak doktadnie uformuje si¢ chmura, ale
dzigki geometrii fraktalnej mozna wygenerowac jej losowy ksztatt.

2. Analiza fraktalna obrazu

Fraktal jest w geometrii fraktalnej tym samym, czym w geometrii euklidesowej jest
figura. Jego gtéwna cecha jest jego wymiar topologiczny w tym przypadku nazwany frak-
talnym, ktory w przeciwienstwie do zwyktych figur nie jest liczba catkowita. Od niego wta-
$nie pochodzi nazwa ,,fraktal”, co z greckiego fract znaczy ,,cz¢Sciowy”. Naturalne wydaje
si¢ rozpoznanie wymiaru topologicznego figury po pierwszym na nia spojrzeniu.

Istnieje jednak matematyczny sposob na obliczenie jego wartosci:

D
a:(l] . p=loe(@) (1)
gdzie:

s
log(lj
s
D - wymiar,

s — wspodlezynnik skalowania ,,siatki mierniczej”,
a — (moc) ilos¢ jednostek miary potrzebna do opisu figury po jej przeskalowaniu
wspotczynnikiem s.

Przy wykorzystaniu wzoru mozna na przyktad udowodnic¢, ze odcinek jest figura jed-
nowymiarowa, za$ kwadrat dwuwymiarowa.

Jednym z wynalazkéw geometrii fraktalnej jest metoda stuzaca do analizy obrazu,
zwana analizg fraktalna. Zostata ona opracowana przez Benoit B. Mandelbrota. Opiera si¢
ona na tezie, iz kazda figura ma swdj charakterystyczny i unikalny wymiar fraktalny. Ina-
czej mowiac, kazda figura moze zachowywac sig jak fraktal i w pewnym stopniu spetnia
warunek samopodobienstwa. W zwiazku z tym, ksztatt figury mozna odrézni¢ od innych
ksztattow poprzez poréwnanie jego wymiaru fraktalnego z wymiarami innych ksztattow.
Jesli zatem mieliby$Smy do rozwiazania zadanie polegajace na rozpoznawaniu pewnych
obiektéw o charakterystycznych ksztattach, to dobrym sposobem moze si¢ okazac skorzy-
stanie z tej wlasnie metody.

Metoda najmniejszych kwadratow polega na okresleniu na podstawie punktéw empi-
rycznych (x;, y,), (x5, ¥,) ... (x,, y,) najlepszej z punktu widzenia rachunku prawdopodo-
bienstwa funkcji f(x, d, b), dla ktoérej suma kwadratow odchylen wartosci y; od wartosci
teoretycznych f(x, d, b) jest mozliwie najmniejsza (2), czyli minimalizowane jest wyrazenie

Y- £, d.b) = min @
i=1
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W przypadku funkcji liniowej (v = dx + b) otrzymuje si¢ nastgpujace wzory (3) na
parametry d i b:

n n n n ) n n n
aniyi—inZyi in Zyi—ininyi
b= =1 =1

i=1 i=1 i=1 i= i=1 =1

. RV . PR 3)
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Na podstawie rownan (2) i (3) Mandelbrot powiazat wspotczynnik nachylenia prostej
(d) z wymiarem fraktalnym (D)

D=d+1 4)

Analiza fraktalna polega zatem na szacowaniu wymiaru fraktalnego figur. Wykorzy-
stuje sig¢ w tym celu zaleznos¢ D =d + 1, z ktdérej wynika, ze do policzenia wymiaru fraktal-
nego wystarczy oszacowaé wspélczynnik nachylenia prostej d. Aby obliczyé ten wspot-
czynnik, nalezy przeprowadzi¢ wczesniej odpowiednie pomiary. Na ich podstawie bedzie
mozna za pomoca metody najmniejszych kwadratéw okresli¢ poszukiwana wartos¢ wspot-
czynnika nachylenia prostej z wykresu.

W metodzie ,,pudetkowej” obiekt nie musi mie¢ wcale wyznaczonego konturu, aby
zostal prawidlowo oszacowany jego wymiar fraktalny. Dlatego jest ona wygodna przy
analizowaniu np. tekstur. Metoda polega na nakladaniu na analizowany obraz siatki o r6z-
nych rozmiarach, a nastgpnie zliczaniu pol, w ktorych zawiera si¢ analizowany obiekt. Na-
stgpnie na wykres w skali podwojnie logarytmicznej trafiaja: na o$ Y — liczba pdl naleza-
cych do obiektu pomnozona przez rozmiar elementu siatki, a na 0§ X odwrotno$¢ rozmiaru
elementu siatki. Tangens kata nachylenia tej prostej do osi X, czyli wspotczynnik d zwigk-
szony o jeden daje w wyniku tzw. wymiar Kolmogorowa [1].

Na rysunku 1 przedstawiony jest przyktad analizy fraktalnej konturu metoda ,,pudet-
kowa” dla siatki o rozmiarze elementu rownym 5.

a) b)

Rys. 1. Metoda pudetkowa dla siatki s = 5. Obiekt z siatkq (a), elementy wybrane
(zaznaczone na jasnoszaro) (b)
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Liczba elementow siatki, w ktdrej znajduje si¢ kontur wynosi 137.
1) x;=1log(1/5), y; =1log(5*137) = log(685),
2) x,=1og(1/10), y, = log(10*57) = log(570).

3. Badanie wymiaru fraktalnego okrzemek

Okrzemki (Bacillariophyta) sa to jednokomoérkowe organizmy nalezace do glonow,
czasami formujace kolonie. Ich $ciany komorkowe zbudowane sa z dwu naktadajacych si¢
na siebie czg$ci impregnowanych krzemionka. Uwodniona krzemionka jest podobna do
szkta 1 uktada si¢ w niezwykle misterne wzory, ktore wykorzystuje si¢ do klasyfikacji
okrzemek. Przy identyfikacji wykorzystywany jest takze rozmiar oraz ksztalt krzemionko-
wej skorupki.

Na podstawie oszacowanych wymiaréw fraktalnych dla ksztaltow okrzemek zostata
oceniona przydatnos$¢ tych parametréw przy probach klasyfikacji tych glonow.

% -
A-—-

Rys. 2. Typowe ksztalty okrzemek

Wszystkie gatunki okrzemek mozna podzieli¢ ze wzgledu na ich ksztatt na gatunki
o symetrii promienistej, o ksztatcie todki, igty, trojkata itp. W pracy zostaly przeanalizowa-
ne migdzy innymi wymiary fraktalne okrzemek o ksztattach przedstawionych na rysunku 2.
Dodatkowo przedstawiono analizg przedstawicieli zielenic (Chlorophyta) z rodzaju Pedia-
strum, ze wzgledu na mozliwo$¢ porownania ich wymiaru fraktalnego z wymiarami okrze-
mek, a takze na ich cickawy i rozbudowany ksztatt kolonii.

3.1. Typ pierwszy

Pierwszym typem morfologicznym, ktory zostatl poddany badaniu to zielenice z rodza-
ju Pediastrum. Charakteryzuja si¢ one symetria osiowa kolonii oraz licznymi wyrostkami
znajdujacymi si¢ na ich brzegowych komorkach. Zdjecia mikroskopowe tych organizméow
znajduja si¢ na rysunku 3.
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Rys. 3. Obrazy organizmow typu pierwszego nalezacych do zielenic z rodzaju Pediastrum
Tabela 1
Wymiary fraktalne obiektow typu pierwszego dla réznych wartoéci parametru p
Nr K(p=2) K(p=5) K(p=10) K(p=15) K(p=20) K(p=30)
1 1,170 1,209 1,250 1,252 1,277 1,286
2 1,239 1,286 1,325 1,375 1,354 1,414
3 1,237 1,283 1,328 1,362 1,384 1,479
4 1,248 1,285 1,337 1,378 1,385 1,384
5 1,176 1,248 1,292 1,328 1,377 1,413
Srednia 1,214 1,262 1,306 1,339 1,355 1,395
SD 0,0377 0,0337 0,0358 0,0525 0,0456 0,0702

Jak wida¢ w tabeli 1, wymiary fraktalne tych glonow maja stosunkowo duze wartosci
od 1,25 do 1,4. Wyraznie mniejsze wymiary fraktalne wystepuja tu dla pierwszego obrazu.
Moze to znacznie zaniza¢ $rednig wymiardéw dla tego typu okazow.

3.2. Typ drugi

Drugim typem morfologicznym poddanym analizie sa okrzemki z gatunku Hippodon-
ta capitata (rys. 4).
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Rys. 4. Obrazy okrzemek typu drugiego (1-6) — Hippodonta capitata
Tabela 2
Wymiary fraktalne obiektow typu drugiego dla r6znych wartoéci parametru p

Nr K(p=2) K(p=5) K(p=10) K(p=15) K(p=20) K(p=30)
1 1,056 1,079 1,092 1,069 1,163 1,004
2 1,069 1,045 1,056 1,058 1,088 1,114
3 1,044 1,052 1,065 1,073 1,076 1,038
4 1,024 1,053 1,051 1,071 1,075 0,936
5 1,049 1,037 1,051 1,054 1,058 1,081
Srednia 1,040 1,053 1,067 1,071 1,094 1,051
SD 0,0253 0,0141 0,0180 0,0158 0,0370 0,0742

Ten typ okrzemek ma znacznie mniejsze wymiary fraktalne niz klasa go poprzedzajaca

(tab. 2).

3.3. Typ trzeci

Trzeci typ morfologiczny to okrzemki o symetrii promienistej. Do badan wybrano kil-
ka pospolitych gatunkéw z rodzaju Cyclotella, Cyclostephanos i Stephanodiscus (rys. 5).
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Rys. 5. Obrazy okrzemek typu trzeciego: 1 — Stephanodiscus hantzschii, 2 — Cyclotella ocellata,
3 — Cyclostephanos dubius, 4 — Cyclotella meneghiniana, 5 — Cyclotella radiosa, 6 — Cyclotella sp.

Tabela 3
Wymiary fraktalne obiektow typu 3 dla réznych wartosci parametru p
Nr K(p=2) K(p=5) K(p=10) K(p=15) K(p=20) K(p=30)
1 1,032 1,054 1,068 1,054 1,110 1,003
2 1,014 1,046 1,078 1,046 1,050 1,113
3 1,020 1,050 1,066 1,050 1,084 1,075
4 1,043 1,048 1,074 1,048 1,071 1,125
5 1,049 1,052 1,064 1,052 1,086 1,109
Srednia 1,031 1,052 1,070 1,052 1,081 1,083
SD 0,0132 0,0050 0,0052 0,0050 0,020 0,0442

Jak wida¢ z wynikow przedstawionych w tabeli 3, wymiary fraktalne okrzemek cen-
trycznych sa bardzo podobne do wymiarow okrzemek typu drugiego.

3.4. Typ czwarty

W czwartym typie umieszczono okrzemki naleza do rodzaju Epithemia, charaktery-
zujace si¢ wydluzonym ksztattem komorek i jedna osia symetrii (rys. 6). Wyniki analizy
fraktalnej tego typu przedstawiono w tabeli 4.
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Rys. 6. Obrazy okrzemek typu czwartego: 1, 2, 3 — Epithemia adnata,
4, 5 — Epithemia sorex

-\
Ny
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Tabela 4
Wymiary fraktalne okrzemek typu czwartego dla réznych wartosci parametru p
Nr K(p=2) K(p=5) K(p=10) K(p=15) K(p=20) K(p=30)
1 1,001 1,022 1,029 1,051 1,026 1,062
2 1,038 1,041 1,057 1,052 1,091 1,053
3 1,064 1,074 1,095 1,101 1,110 1,170
4 1,023 1,049 1,051 1,054 1,070 1,090
5 1,054 1,061 1,082 1,085 1,127 1,104
Srednia 1,036 1,050 1,056 1,069 1,085 1,096
SD 0,0250 0,0198 0,0280 0,0230 0,0392 0,0463
3.5. Typ piaty

Gatunki okrzemek zaliczone do typu piatego charakteryzuja si¢ wrzecionowatym,
podobnym do todki ksztalttem. Takim ksztattem posiadaja gatunki z rodzaju Navicula
i Nitzschia (rys. 7). Wyniki analizy fraktalnej tego typu przedstawiono w tabeli 5.
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Rys. 7. Obrazy okrzemek typu piatego: 1, 6 — Navicula radiosa; 2, 8 — Navicula oppugnata;
3, 4 — Nitzschia paleacea; 5 — Nitzschia palea; 7 — Navicula lanceolata

Tabela 5
Wymiary fraktalne obiektow typu piatego dla roznych wartosci parametru p
Nr K(p=2) K(p=5) K(p=10) K(p=15) K(p=20) K(p=30)
1 1,025 1,148 1,181 1,210 1,168 1,190
2 1,013 1,053 1,067 1,086 1,084 1,131
3 1,001 1,051 1,060 1,082 1,062 1,048
4 0,998 1,024 1,030 1,053 1,032 1,161
5 1,018 1,022 1,024 1,042 1,049 1,152
Srednia 1,021 1,049 1,066 1,050 1,093 1,138
SD 0,0319 0,0421 0,0516 0,0421 0,0751 0,0841

3.6. Typ szosty

Jako ostatni typ szdsty wyrdzniono okrzemke o symetrii promienistej z rodzaju Melo-
sira, ktora charakteryzuje si¢ wyraznymi bocznymi wyrostkami (rys. 8). Wyniki analizy
fraktalnej tego typu przedstawiono w tabeli 6.
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Rys. 8. Okazy (1 1 2) okrzemek typu czwartego

Tabela 6
Wymiary fraktalne obiektow typu szostego dla réznych wartoéci parametru p
Nr K(p=2) K(p=5) K(p=10) K(p=15) K(p=20) K(p=30)
1 1,188 1,253 1,308 1,362 1,335 1,371
2 1,184 1,251 1,301 1,366 1,334 1,372
3 1,183 1,252 1,312 1,363 1,338 1,369
4 1,181 1,255 1,311 1,369 1,336 1,370
5 1,184 1,249 1,292 1,336 1,337 1,357
Srednia 1,186 1,252 1,303 1,353 1,336 1,365
SD 0,0028 0,0042 0,0134 0,0233 0,0007 0,0106

Po przeprowadzeniu pomiardéw dla réznych wielkosci minimalnego rozmiaru elemen-
tu pomiarowego okazato si¢, ze wymiary fraktalne maja tendencj¢ rosnaca dla coraz wigk-
szych warto$ci p. Jednoczes$nie dla niektorych przypadkow zwigksza si¢ rdéznica pomigdzy
wymiarami fraktalnym dla r6znych metod (tab. 6).

W dalszej czgséci badan poréwnano wyniki analizy fraktalnej dla minimalnego rozmia-
ru elementu skalujacego, p = 2. Jest to standardowa warto$¢ tego parametru. Zminimalizo-
wanie parametru skalujacego oznacza, ze przy obliczaniu wymiardéw fraktalnych brane sa
pod uwage najmniejsze szczegotly obiektow, co wydaje si¢ by¢ odpowiednie do analizy
skomplikowanej budowy morfologicznej okrzemek.

Jak wida¢, w tym przypadku wymiary fraktalne niektorych typow okrzemek sa do sie-
bie bardzo zblizone, co moze uniemozliwi¢ zastosowanie analizy fraktalnej przy rozréznia-
niu klas tych obiektow (tab. 7). Szczeg6lnie widac to w przypadku typu drugiego i czwarte-
go, ktorych wyniki sa dla dwoch wymiaréw nawet identyczne. Nieznacznie réznia si¢ od
nich typy trzeci i piaty. Wszystkie te obickty maja prosty ksztatt.
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Typ szosty, w ktorym wystgpowata okrzemka z wyraznymi wyrostkami bocznymi,
charakteryzuje si¢ wickszym wymiarem fraktalnym, a w zwiazku z tym r6zni si¢ znacznie
od pozostatych typow morfologicznych okrzemek. Najwigksza wartos¢ wymiaru fraktalne-
g0, a zarazem roznicg od pozostatych typow prezentuje typ pierwszy, czyli organizm niena-
lezacy do okrzemek, cho¢ zblizony ksztattem do typu szdstego.

Tabela 7
Zestawienie $rednich warto$ci wymiaréw fraktalnych
dla kazdej badanej klasy okrzemek

TYP Srednie K SD
TYP1 1,395 0,0702
TYP2 1,040 0,0253
TYP3 1,031 0,0132
TYP 4 1,036 0,0250
TYP5 1,021 0,0319
TYPG6 1,186 0,0028

Tabela 8

Statystyka wynikow klasyfikacji dla wszystkich klas (w wierszach liczba obiektow danej klasy
sklasyfikowanych jako obiekt klasy dla odpowiedniej kolumny)

12 3 4 5 6
1 5 o i 0o L 0o i 0o i o0 5 | 100%
P 0 o | o 1 4 2 1 0 |6 low |
3| 0o 1 0 s | T P
U 0 i 4 0 o | 10 | s Jow |
s | o o1 o0 s | o | s |s0% |
6| L0 o0 40 4 oo 1|2 | so% |
Razem 6 1 5 i 5 o8 i o7 i1
S 8% | 0% L 100% 0% L 14% 1 100%
Blad 3% 16% 0% 25% 9% 0% 53%

Dla sprawdzenia mozliwosci wykorzystania otrzymanych wymiaréw fraktalnych
w celu rozpoznawania badanych okrzemek przeprowadzono doswiadczenie polegajace
na klasyfikacji kazdego obiektu metoda najblizszego sasiada. Zbior uczacy sktadat sig
z wszystkich pozostatych obiektow, co oznacza, ze byl zalezny od aktualnie badanych
ksztattow. W tabeli 8 znajduje si¢ statystyczne podsumowanie wynikéw doswiadczenia.
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W kazdym wierszu zostaly roztozone wszystkie obickty danej klasy tak, ze w odpowied-
nich kolumnach znajduje si¢ liczba obicktow tej klasy przypisana do klasy, ktorej odpowia-
da ta kolumna. Ponadto w ostatniej kolumnie po prawej stronie znajduje si¢ procentowy
udziat prawidtowo sklasyfikowanych obicktow w stosunku do wszystkich obicktow danej
klasy. W przedostatnim wierszu za$§ znajduje si¢ informacja o procentowym udziale pra-
widtowo sklasyfikowanych obiektow do danej klasy w stosunku do wszystkich obicktow
sklasyfikowanych do tej klasy (wiersz oznaczony litera S), w ostatnim wierszu za$ znajduje
si¢ procentowy btad, jaki stanowia wszystkie zle sklasyfikowane obickty klasy.

Obie klasy charakteryzuja si¢ podobnymi wymiarami fraktalnym, co zostato zauwazo-
ne juz wczesniej przy ich obliczeniu. Po przeprowadzeniu do§wiadczenia mozna juz po-
twierdzié, ze obiekty tych dwdch klas nie nadaja si¢ do rozpoznawania ich za pomoca meto-
dy analizy fraktalnej. Nie speiniaja przede wszystkim warunku unikalnych wymiaréw
fraktalnych.

4. Whnioski

Analiza fraktalna nalezy do metod analizy morfologicznej obiektow o réznym stopniu
ztozonosci. Wyrazne réznice migdzy wymiarami fraktalnymi stwierdzano w badaniach na
obiektach fantomowych obiektow prostych, jak i bardziej ztozonych. Jednak w przypadku
ksztattu okrzemek, mimo réznic morfologicznych tych glonéw, nie we wszystkich przypad-
kach metoda ta daje korzystne rezultaty. Trudnos$ci napotyka si¢ w przypadku okrzemek
o prostych ksztattach, gdyz réznice wymiardéw fraktalnych poszczegdlnych typoéw o budo-
wie prostej sa zbyt male, co stwarza wiele probleméw przy ich pdzniejszej klasyfikacji.
W przypadku okrzemek o bardziej ztozonych ksztattach skorupek réznice wymiarow frak-
talnych sa na tyle duze, ze w zupelnos$ci moga wystarczy¢ do wykorzystania takiej analizy
do rozpoznawaniu tych glonéw w obrazach mikroskopowych.

Laczenie wszystkich rodzajow okrzemek w jednym wspolnym do$wiadczeniu wyka-
zuje, iz zblizona morfologia niektorych obiektow nalezacych do roznych klas, moze unie-
mozliwi¢ poprawne dziatanie systemu rozpoznawania tych organizméw opartego na anali-
zie fraktalnej ksztattu. Wyniki moga ulec znacznemu polepszeniu po potaczeniu podobnych
obicktéw we wspolna klase.
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