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Rozpat	���	 ������	������	 	.��
������	 0	��2�����
��	 ��	 	������	 �8	 Dany jest
zbiór n	��2�3	����a��6����	0
����	
������	��������	��	��	888�	n i oznaczony przez J8	��4
2����	 ��	 ����6�	���
��>	 ���	 0	��	��3	 0	��	 �6����	 m	������	 	.��
������	 ��	 ���
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��	/�2��/	�	������78	 �62�	��2����	�
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���/	���������	�	������
��2�3	2
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�����	/���	��<����	
2	������	������	5n > m).

 �������#�����	�����		
��	�������

����������	��	����	�����	 N jednakowymi jednostkami zasobu nieodnawialnego;
N ≥ m. Oznaczmy przez uk	 �<	 ��
:>	 ���
���	��.	�	 �
������	 0	��2����
��	 k-tej maszynie.
Zbiór zasobów oznaczmy przez U = {��	��	888�	N}.
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1
, , , 0.

m

k k k
k

u N k M u U u
=

≤ ∈ ∈ ≥∑

Czas wykonywania i-tego zadania na k4��/	���������	/�6���	0	��2����
�
	/�/	uk	/�2�
4
����	���
���	
�	�:�
��	/���	����<0�/1�1	�����/1?

( , ) , , ,ik
i k ik k

k

b
T u k a u U k M i J

u
= + ∈ ∈ ∈ (1)
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Parametry aik > 0, bik > 0	
���	�������	i-te zadanie i k�	�	�������
 ��	�����	 ��	 ���������	 ���!���	 �����	 �	 ����������	 	�����	 �����������

�����	��
�	n	���	�	m	�����
�	�		�����	���������	���!"�	��	�����#	!�	������
�����$	
��	Topt ����
�e��	���������	
����	�!����	���	J.
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Oznaczmy przez J1, J2, ..., Jk, ..., Jm	 0
2���
	�	 ��2�3	 	�����
������	 �
��/�
	 ��
��	��	888�Gk, ..., m4��/	��������8	@���6�		
���1��>	����<0�/1��	0	
����	�����������/�	�����
���
3������	���
�������	���
	�	��2�3	Topt

1 2

1 2

, ,..., 1
, ,...,

min max ( , )
m k

m

opt i k
J J J k m i J
u u u

T T u k
≤ ≤ ∈

⎧ ⎫⎪ ⎪= ∑⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

(2)

przy ����<0�/1����	ograniczeniach:

(i)
1

; , 1,  2, ..., , ,         ;
m

w z k
k

J J w z m w z J J
=

∩ = ∅ = ≠ =�

(ii)
1

; , 1,  2,  ..., ;
m

k k
k

u N u U k m
=

≤ ∈ =∑

(iii) 1 2, , ..., mu u u 	%	����
����	2
2�����8

�
�����
��	��2����	����6�	2
	�����	0	
����.� NP4�	�2����8	& 	���������	5���7	0
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�
2�/��	6�	0	
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:>	��
�0���
����8	'��	 
		
���1��>�
2
�
����		�������/�	��	�����uk ∈ U,	����<0�/1�	 
	��	������	0 ≤ uk ≤ N, k = 1, 2, ..., m8
�
	 	
���1�����	 
2powiednie 
	 ��2����	 �����������/�	 2���	���
4��1 ��/	 ��
�	1 ��	 ��<

�	������	��	�
:��	���
�.�	uk	2
	�����	����
������	2
2������	50��	�	krok 12 algorytmu
heurystycznego).

�	��	��� �<2������	0
��6���/		�������/��	���������	����	Topt	���
3������	���
��4
���	���
	�	��2�3	J	0	���	������	������		.��
�� ����	���/2������		
���1��/1�	����<0�/14
��	��2����	�����������/�	2���	���
4��1 ��/

1 2

1 2

, ,..., 1
, ,...,

min max ( , )
m k

m

opt i k
J J J k m i J
u u u

T T u k
≤ ≤ ∈

⎧ ⎫⎪ ⎪= ∑⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

� (3)

przy ����<0�/1����	ograniczeniach:

(i)
1

; , 1,  2,  ...,  ,       , ;
m

w z k
k

J J w z m w z J J
=

∩ = ∅ = ≠ =�

(ii)
1

; 0, 1,  2,  ...,  ,
m

k k
k

u N u k m
=

≤ ≥ =∑
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gdzie :[0, ] {1, 2, ...,  }iT N m R+× →�  jest rozszerzeniem funkcji :{1,  2, ...,  } {1, 2,  ...,  }iT N m R+× →
�	
�	�:�
��	/���	0	���	*����/<?

( , ) , [0, ], 0,      0, ,ik
i k ik k ik ik

k

b
T u k a u N a b k M i J

u
= + ∈ > > ∈ ∈� (4)

+
���1�����	
0�������	��2����	5,7	
�������	0	���	 * *, ,k ku J  k = 1, 2, …, m. W celu
znalezienia tych roz��1��3	�
�������	�<2���	���
	��������	0
��6��� 
	Lematu.

Lemat

I�6���	 * *, ,k ku J  k = 1, 2, …, m	�1		
���1�������	
0���������	��2����	5,7�	�
:

(i) * * *

1
; 0, : , 1, 2,..., ;

m

k k k
k

u N u k J k m
=

= > ≠ ∅ =∑

* *0, : ,  1,  2,  ..., ;k ku k J k m= = ∅ =

(ii)
*

* *( , ) const; : ,  1,  2,  ...,  .
k

i k k
i J

T u k k J k m
∈

= ≠ ∅ =∑ �

Warunek (i) w Lemacie	 
�������	 6�	�	 0	��2�����	 ����
�
4
0��������	 ���
�.�
�	��2�3	2
	�a����	���
	�����/�	��<	���������	/�2�
����	���
�.��	�	��	����	5ii7�	6�	�����
0	���	����	�������	��	��.	���	���
������	�1	/����:	��2�����	�1	�2��������8

Zdefiniuj��	*����/<	F(J1, J2, ..., Jm)	
�	�:�
�1	2��	m zbiorów J1, J2, ..., Jm�	2��	��.	���
����
2��	
 	���������	5�7	��2����	5,78	-�	�
:>	��/	*����/�	/���		
���1������	����<0�/1�� 

����2�		.���3?

1 2

:

( , ,..., ); : , 1, 2,...,

; 0;     : , 1,2,..., .

k

k

k

ik
i J

ik m k
i J k

k k k
k J

b

a F J J J k J k m
u

u N u k J k m

∈

∈

≠∅

∑⎧
⎪ + = ≠ ∅ =∑⎪
⎨
⎪

= > ≠ ∅ =∑⎪
⎩

(5)

-��
	�����/1�	Lemat oraz 5J7�	�
6��	��2����	�����������/�	5,7	0	��2�����>	�	0
�����?

1 2
1 2

, ,...,
min ( ,  ... )

m
opt m

J J J
T F J J , ,J= (6)

przy ����<0�/1����	ograniczeniach:

(i) ; , 1,  2,  ...,  , ;w zJ J w z m w z∩ = ∅ = ≠

(ii)
1

; k 1,  2,  ...,  .
m

k
k

J J m
=

= =�
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I�6���	 * * *
1 2, ,  ..., mJ J J 	�1		
���1�������	��2����	5!7�	�
	 * *, , 1,  2,  ..., ,k ku J k m=  gdzie:

*

*

*

* * * *
1 2

*

: , 1
;

( , , ..., )
: , 1

0

k

k

ik
i J k

k m ik
i J

k

b
k J k m

u F J J J a
k J k m

∈

∈

∑⎧
⎪ ≠ ∅ ≤ ≤
⎪= ⎨ − ∑
⎪ = ∅ ≤ ≤⎪⎩

(7)

�1		
���1�������	��2����	5,78

#��$����������������	
���������%������%����������	�

Za���2����	 6�	������1	��/������1	 jest maszyna pierwsza ze zbioru M, a ������1
najwolniej��1	/���	������� m-ta8	/��	1	�����
:��		���izacji i-tego zadania przez k4�1 ��4
����<	/���	���8	��0.����n���	0
2�����	zasobów γ; γ > 1. Ostatniej m-tej maszynie przydzie-
lamy um zasobów	� 	����<0�/1��/	����6�o:��?

( )
1

1
1

m m

k

N
u

m k
−

=

=
+ − ⋅ γ⎡ ⎤∑ ⎣ ⎦

(8)

�
�
������	maszynom przydzielamy zasoby � 	����<0�/1��/	����6�
:��?

( ) ; 1, 2,..., 1k mu m k u k m= − ⋅ γ ⋅ = − (9)

0
��/��	�	
��	�� 
	����	���	�������� 
	�1	����<0�/1��?

Krok 1.
Oblicz czasy wykonywania ��2�3 ( , )i kT u k  na poszczególnych maszynach wg wzoru

(1) dla ��2���/	��	�
:��	 k
N

u
m

=  i losowo generowanych parametrów aik, bik.

Krok 2.
1���	� �/	����/1�
	�����	���
�������	0
����� .�����	��2�3	�	���.	�	����<	L tych

��2�3.

Krok 3.
Uszereguj pierwszych m	��/2��6�����	��2�3	z listy L do kolejnych m maszyn,	0
���4

��/1�	
2	0��	����j maszyny, a na m-tej ko3��1��	�	����<0���	���3	��	zadania z listy L.

Krok 4.
�	��2����	��/�	.����	�	��/2��6��� zadanie z listy L do kolejnych maszyn,	0
�����/1�	
2

pierwszej maszyny, a na m-tej	�
3��1��	�	����<0���	���3	��	zadania z listy L8	I�6���	�����	L	��<
���	�����	0����	�
 wyko��/	����<0��	�	
��	�	0	��������	��0�2��	0	��/2A	2
	kroku 6.

Krok 5.
Uszereguj kolejne zadania z listy L na maszynach�	0
�����/1�	
2	m-tej maszyny, a na

pierwszej	�
3��1��	�	����<0���	���3	��	zadania z listy L. I�6���	�����	L	��<	���	�����	0����	�

�	.>	2
 kroku 4, w przeciwnym wypadku wykonaj krok 6.
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Krok 6.
&�����	 ����	�����	 �����	 ���
�������	 ��2�3	 ��	 0
����� .�����	 ���������	 2��

����	� 
�����	��2�3	J1, J2, …, Jm utworzonego w krokach 3÷5 i dla zadanej liczby zaso-

bów k
N

u
m

=  �	0
2�/	����	���
3������	Topt	���
�������	����������	��2�3	�<21��	��/4

2��6����	�	����	����.�8

Krok 7.
1��3	��/�	.����	��2����	�	�������	
	��/2��6����	������	���
�������	��2�3	�	0	��4

2����	/�	2
	�������	
	��/�	.�����	������	���
�������	��2�38

Krok 8.
&�����	 ����	 ���
3������	 ���
�������	 ����������	 ��2�3	 Topt	 0
	 ��������	 ��2�3

�	kroku 78	I�6���	����	���	��� ���	��	.������	�
	�	.>	2
	kroku 78	-	0	��������	0	��0�24
��	�
*��/	
������
	���
���1	�����
:>	�	kroku 7	�	���
3��	���	� 
�����	��2�3 na maszy-
nach.

Krok 9.
K��	��2��� 
	��0.���������	γ przydziel zasoby uk, k ∈ M poszczególnym maszynom

wyliczone z za��6�
:��	58) i (9).

Krok 10.
Dla uszeregowania ��2�3	utworzonego w krokach 3÷8 i dla liczby zasobów uk, k ∈ M

przydzielonych maszynom w kroku 9�	
�����	����	���
3������	���
�������	����������
��2�3	Topt.

Krok 11.
Powtórz krok 9 i krok 10	2��	����<0����	2�����<���	���<����/1����	��<	�
��/�
	��	4

�
:��	��0.��������� γ. �
	.���/	��	�
:��	����.�	���
3������	��konywania ��2�3	Topt
z kolejnych prób i wybierz najkrótszy z tych czasów.

Krok 12.
Wyznacz dyskretne liczby zasobów ˆ ,ku k M∈ 	��2�� 	����6�
:��?

(k)

( )

( )

u 1; 1,  2,  ...,  ;
ˆ

;          1, 2, ..., ,
k

k

k
u

u k m

α
α

α

⎧ ⎢ ⎥ + = Δ⎣ ⎦⎪= ⎨
⎪ ⎢ ⎥ = Δ + Δ +⎣ ⎦⎩

gdzie 
1

m

j
j

N u
=

⎢ ⎥Δ = − ∑ ⎣ ⎦  oraz α j���	0�	�����/1	�������.�	���
	�	M = {1, 2, ..., m2	���1�	6�

(1) (1) (2) (2) ( ) ( ) .m mu u u u u uα α α α α α⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ≥ − ≥ ≥ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦�

Na bazie przedstawionego w pracy algorytmu heurystycznego przeprowadzono ba-
dania komputerowe. A� 
	���	 ���	��������	 0
22��
	 
�����	 2��	 2�����<���	 ���<����/14
����	��<	�
��/�
	��	�
:��	��0.����n����	0
2����� zasobów γ ze zbioru {2, 4, …, 20}. Dla
zadanej liczby ��2�3	n = 40, 80, 120, 160, liczby maszyn m = 3, 6, 9, 12 i liczby zasobów
N = 10 000 wylosowano parametry aik, bik ze zbioru {1,0, 1,5, ..., 19,5, 20,0}	0	���	 ���	��
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	/�2�
���/���		
����2���	0	��2
0
2
���3����8	K��	��62�/	�
������/�	n i m wygenerowa-
no 30 instancji. Rezultaty analizy porównawczej algorytmu heurystycznego przedstawione-
go w niniejszej pracy i znanego z literatury algorytmu LPT przedstawio��	�
�����	�	tabeli 1.

&�����

"�	���	�������		
��������	���
�����	�������������
	�	���
�����	��

W tabeli 1	����<0�/1	����<0�/1��	�����
:��?

n – ���������	�
��m – liczba maszyn; 
H

optT  – ����� ���
������� ����������� ���������� ��	�
� ��� ������� J przy wykorzy-
staniu algorytmu heurystycznego; 

LPT
optT

 

– ����� ���
������� ����������� ���������� ��	�
� ��� ������� J przy wykorzy-
staniu algorytmu LPT; 

HΔ  – ���	����������������������� ������ H
optT ��� ��������	�� ������

LPT
optT ��������

��������������������� 100
LPT H

opt optH
H

opt

T T

T

−
Δ = ⋅ � ��

S H – ���	���������������
�	����� ������ heurystycznego; 
S LPT

 – ���	���������������
�	����� �������LPT. 

Lliczba instancji, dla których: HΔ  HS  LPTS  
n/m 

H LPT
opt optT T<  H LPT

opt optT T=  H LPT
opt optT T>  % s s 

40/3 16 0 14 1,7 1,6 1,3 

80/3 15 2 13 2,2 2,8 2,1 

120/3 16 0 14 2,8 4,1 3,4 

160/3 16 1 13 3,1 5,4 4,1 

40/6 14 3 13 1,9 1,9 1,6 

80/6 16 1 13 2,4 3,2 2,8 

120/6 16 2 12 2,9 5,1 4,5 

160/6 17 2 11 3,5 8,1 6,8 

40/9 15 1 14 1,6 2,1 1,8 

80/9 16 0 14 2,6 3,8 3,2 

120/9 17 0 13 3,1 6,1 4,9 

160/9 16 3 11 3,9 9,2 7,8 

40/12 15 2 13 1,8 2,4 2,1 

80/12 16 1 13 2,8 4,1 3,3 

120/12 17 1 12 3,3 7,2 6,1 

160/12 17 2 11 4,1 10,8 8,2 
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Przedstawione w poprzednim rozdziale ������	��2�3	�
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	����	LPT. Kilkuprocentowa poprawa czasu H
optT  w stosunku do LPT

optT
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