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Niniejsza praca opisuje sposoby modelowania zadania PLSP (Proportional Lot-sizing
and Scheduling ProblemC		��������������	wykonywanie w jednym okresie tylko dwóch
wyrobów, jednego przed, a drugiego po przezbrojeniu	?D�	E@9	$���
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Drexl i Haase [5] przedstawili najpierw model PLSP z maszynami równole��
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Najpierw przedstawiony zostanie klasyczny model [6] z dowolnymi maszynami rów-
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"�	����	 ����������	������;��	 �	 ������������	 ���	�����	 ��������	 ��	 ������������
���	�����	�����	�
��5��	j∈� w celu zaspokojenia zmiennego popytu djt w okresach t∈�9
:��	�����	�	5
��	��6	��	���
����	i∈�	�>������������	�	����;��	���	���
����	Cit. Przy
uruchomieniu produkcji wyrobu j	���������	��	�����
	�����5�������	sj	�>���	�����5�����
���	���������	����	STj9	K�8���	�		����	������
��	��������	�
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��	�����	�����������	���������	����	��	����9
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� = {1, ..., T} – zbiór okresów, gdzie T to liczba okresów
� = {1, ..., n} – zbiór produktów, gdzie n to liczba produktów
� = {1, ..., m} – zbiór maszyn, gdzie m to liczba maszyn

C(i)t – �	����;7	���	���
���	B���
�
	i) w okresie t
STj – czas przezbrojenia przed produktem j�	���
	����8�����	8�	STj ≤ Ct

sj – koszt przezbrojenia przed produktem j
p(i) j – czas wykonywania produktu j (na maszynie i)

hj – jednostkowy koszt magazynowania produktu j
djt – popyt na produkt j w okresie t
Ijt – zapas produktu j na koniec okresu t
��� � �����	���������
	���	����	�
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xijt – ������"-	
��������	��		�
����	i produktu j w okresie t

yijt = 1, gdy maszyna i jest gotowa do produkcji produktu j w okresie t, 0 ina-
czej, setup

zijt = 1, gdy maszyna i jest przezbrajana do produkcji produktu j w okresie t
����	�>��������		���
�	����������	�����	����	��������	changeover

( )min j ijt j jt
j t i

s z h I
∈ ∈ ∈

+∑ ∑ ∑
� � �

����

p.o. , –1 , ,  j t ijt jt jt
i

I x d I t j
∈

+ − = ∈ ∈∑
�

� � (1b)

pij xijt – STj zijt = Cit ( yijt + yij,t–1),    t ∈ �, j ∈ �, i ∈ � (1c)

  1, ,  ijt
j

y t i
∈

= ∈ ∈∑
�

� � (1d)

yijt – yij,t–1 ≤ zijt,   t ∈ �, j ∈ �, i ∈ � (1e)

( )  , ,  j ijt j ijt t
j

p x ST z C t i
∈

− = ∈ ∈∑
�

� � (1f)

Ijt ≥ 0,   t∈�, j∈�, i∈� (1g)

xijt, zijt ∈ [0, 1],    t ∈ �, j ∈ �, i ∈ � (1h)

yijt ∈ {0, 1},    t ∈ �, j ∈ �, i ∈ � (1i)

Ograniczenie (1b) opisuje bilans zapasów, (1c) zezwala na pro	����6, tylko gdy ma-
szyna jest gotowa.	 B#	C	�������	��	������;7	���	�����	�
/������	 ��	����	�
��5�.	 B#�C
���8�	������	������;��	�	��	�����
�	�����5�����.	�	B#�C	�������	�
����
������	�	�� 
��;��	��odukcyjnej.
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	���	�����	����		�	��	���ezbrojeniach, reprezentowane przez zmienne
bjt i ajt9	L��6��	��.	�>���
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xjt – ��	��
	�������	�����	��	�������	j w okresie t

yjt – liczba maszyn gotowych do produkcji produktu j w okresie t

zjt – liczba maszyn przezbrojonych do produkcji produktu j w okresie t tj. maszyn
które w poprzednim okresi�	������
��	�
���	����	������

wjt – liczba maszyn, które w okresie t �>�	������
��	������	j, ale w okresie t
���
��	��������one do wykonywania innego produktu

bjt – ��
���		�
��	��
	�	�
����	przed przezbrojeniem w okresie t zarezerwowa-
ny do wykonywania produktu j�	
��	����	��	�	�
�����	�����	�	���������
������	������
��	������	j

ajt – ��
���		�
��	��
	�	�
����	po przezbrojeniu w okresie t�	�
�������
��

�� 	�	������
��
	�������>j, ale tylko tych maszyn, które w poprzednim
okresie wykony�
��	����	������

!�
	 ��"�����	 �
���	�	 ��������	 ����	 ���
���	 �	 ��
	�	 #��$	 ���
�	 �����
	����
������ony. Czas przezbro����
	���
�	����	���	��	��������	�����	��	�	������������	ajt.

min ( )j jt j jt
j t

s z h I
∈ ∈

+∑ ∑
� �

(2a)

p.o. Ij,t–1 + xjt – djt = Ijt,   t ∈ �, j ∈ � (2b)

(pj / Ct) xjt = yjt – zjt + bjt + ajt,    t ∈ �, j ∈ � (2c)

  ,jt
j

y m t
∈

= ∈∑ �
�

(2d)

yjt – yj,t–1 = zjt – wjt,   t ∈ �, j ∈ � (2e)



$���%���	
�	�����	&'(&	���������	������	�	�	�����)������	������*** �+,

( ) (1 / ) ,jt jt j t jt
j j

b a ST C z t
∈ ∈

+ ≤ − ∈∑ ∑
� �

� (2f)

bjt ≤ (1 – STj / Ct) wjt,   t ∈ �, j ∈ � (2g)

ajt ≤ (1 – STj / Ct) zjt,   t ∈ �, j ∈ � (2h)

Ijt ≥ 0,   t ∈ �, j ∈ � (2i)

xjt, wjt, zj, bjt, ajt ∈ [0, m],   t ∈ �, j ∈ � (2j)

yjt ∈ {0, m},   t ∈ �, j ∈ � (2k)

Na szcz��"���	����6	���/�����	����.	8�	������������	B-�C	�	�	�"8������	�		���anicze-
nia (1c) w sposób precyzyjny opisuje limit zdol��;��	���	���
����9	:����	������	B#�C	�8�
5
7	�����		��	 ���
	��6����	�			������������	������;��	���	�����9	.
	 ��
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��������e���	���������	������;7	���	�����	B#�C	���/�	��6	��	������	�56	��9	/��������	���/�
��6	��������		�	����	�����#	���������0	B-� C/B-#C	�
�����a���
�#	����	������	bjt i ajt.
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��6����	��	���	�
/������	�	�
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����	���6����7	�	����;7	���	���
���	��1
�����	���6�������	�����
�#	ajt i bjt9	'�8��	���	����5���.		�	����	����	������	5����1
��	δjt i dwa dychotomiczne ograniczenia:

m δjt,   t ∈ �, j ∈ � (3m)

wjt ≤ m (1 – δjt),   t ∈ �, j ∈ � (3n)
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������	�1
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6	�	���	B-C	�8��	�����7	������	���������	�����
	Ijt.	������������	����56	����1

�
�#	����/
�#	��������	�>�����;7	n * T9	2>�
	����	����5�	���6	���	�	������	Ijt>	����1
��	��7	�"8���6	�������anej produkcji i skumulowanego popytu Dj:

0
: : 

, gdzie : ,jt js jt jt js j
s s t s s t

I x D D d I
∈ ≤ ∈ ≤

← − = −∑ ∑
� �

 dla t ∈ �, j ∈ �.

75
	�������7.	 �8	�����
	56	�	��������.	 ����5�	������	��7	 ��	���	n * T		�	����1
�
�#	���������0R

: 
 0,js jt

s s t
x D

∈ ≤
− ≥∑

�

   t ∈ �, j ∈ � (4)

L�	������	������������	��	��"/	����	�����	�������
�����	��	�0.	���	��	������������
������	�/�������	�������
�anie, co zostanie pokazane w ostatnim rozdziale.
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��	����	�����������	��5�
�	?#-@	Bplant location reformulationC	�	��	����	�����"�����	;���8�i
[9] (shortest path reformulationC9	.�	 ��������	 ������	 ��	 �����������	 ���nnych produ-
kcji xjt zmiennymi x'jst ∈>?3.>#@	��������
�	�/���	���
��	�>������	t	����������
	���	��1
���	�		���	s9	:��������/�����	�	��	B-C		�	������	�������.	����5�	�����7	������������	B-5C.
�	�	�������	����	������	�����"�	Ijt>	����5�	�������7	�
��8����R

( )
: 

 ,jt jt jst
s s t

I t k d x
∈ ≤

′← −∑
�

����6����	������������	B-�C	����5�	�������7	����8��
R

: 
( / )   ,j t jt jst jt jt jt jt

s s t
p C d x y z b a

∈ ≤
′ = − + +∑

�
    t ∈ �, j ∈ � (5c)

a na koniec wp����	��7		�	������	������������R

: 
1,jst

s s t
x

∈ ≤
′ =∑

�

   t ∈ �, j ∈ � (5l)

:��������/�����	��	��	����	�	���6����	����56	���"���	�����
�#.	���	�	���������0.
���	�
����/�	��8	�����	���
	����;7	�	�������
�����	�������	��	�5�
�#	��	�0	?#-@9	<��1

����
	���������/�����		�	�������	��	����	�����"�����	;���8��	?4@	���	�����/�	�������	�����1

	����		��	�	���	:I=:NJ9



'�	
�������	�	���	:I=:	����������	������;��	�	������������	������999 #GD

(!*��	��������	��
����	

2�6����;7	���;�"		����
�#	�	�����������		�	�����
�#	���������0	Bvalid inequalities)
stoso���
�#		�	��	�0	����������	�	������������	������	����	���	�"����8	������������		�
�	���9

:�������	�����	������������	�����/
	��8	��������������	�	������	��	���	�����	BGC9
2	��	�����#	5��	�����0	����������
�#	�	��"F������	�8��		�	�7	������������	�
�1
�������.	5
	����������	���	�����	�		��������		�		�����	�����
	5
/�	���	�������	�	
������������	���
��9

4���	������������	?-/G@	�������		�	�����������	�/����;��	�	���	��	�����
�	����1
��;��	yjt (setup), przezbrojenia zjt (changeover) i zwolnienia maszyn wjt (switch-off ):

zjt ≤ yjt,   t ∈ �, j ∈ � (6p)

wjt ≤ yjt–1,   t ∈ �, j ∈ � (6q)

yjt–1 + zjt ≤ m,   t ∈ �, j ∈ � (6r)

( )1
:

   +  ,jt jt kt kt
k k j

y z y z m−
∈ ≠

+ − ≤∑
�

   t ∈ �, j ∈ � (6s)

Ograniczenia te opracowane dla pojedynczej maszyny m Q>#.	 ���9	�����
�#	5����1
�
�#.	 ��	 ���/�����	 �>���
	����	 �"����8	 	��	 �����
�#	 ��/�����
�#9	 8�����������	 BE�C
����������.	8�	 ����5�	���
�	�����5�����
�#		�	���	�����	�
��5�	 j w okresie t ����	���
��6����	�		����5
	���
�	�����
�#		�	���	�����9	8�����������	BESC	������������	�����1

���.	8�	����5�	���
�	�����ionych z produkcji wyrobu j	���	����	��6����	�		����5
	���
�.

��"��	��	���	�����/
9	8�����������	BE�C	������	��.	8�	����5�	���
�.	��"��	���	�����/

	��
	�
�"5	�	������	��	�������.	����	���
�	�����5�����
�#		�	���	�����	����	�
��5�
�	5��8��
	�������	���	�8�	5
7	��6����	�		/������	����5
	���
�9	8����i������	BE�C	����
���"�������	 BE�C9	8	�����	���		�	������	���
�
.	��"��	 ���"���	�	������	��.	 ���
�>�5���
	�������	�
��������	���
	�
�"59

K������	����	������������	?-/G@	����������.	8�	�����
	Ijt pewnego wyrobu j na koniec
poprzednie��	������	��	�
�����������		�8�.	5
	��������7	���
�	�	5��8��
	�������.	��8���
���	56	���	�	��	����#amiana produkcja tego wyrobu:

djt (1 – yjt) ≥ Ijt–1,    t ∈ �, j ∈ N (6t)

8�����������	��	�8��	���"���7	��	��6����	����56	�����"�.	��������	������	yjt lub
(binarne) zjt:

1
, ,

(1 ... ) ,jl jt jt jt
l t d

d y y I −
∈

− − − ≥∑
�

   t, d ∈��: t ≤ d, j∈ � (6u)

1 1
, ,

(1 ... ,jl jt jt jt jt
l t d

d y z z I+ −
∈

− − − − ≥∑
�

  t, d ∈��: t ≤ d, j∈ � (6w)
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���	�����	����	���	�����	��
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���������	��
������	���	�����������	���������	������	�������		
�	
��� ������


���������	������	 ����	���	����	�		�
!������	�	�����������	���
�	 
��� ��	��"
	���������	�����	���	�	������ #

Nieco odm�����	��
��������	�		
�	����	����������	��������		
����������	C		�"
����� 		
�	���������	��
������	�$��	�������	�	��!�	%$&'()

1
, , , ,

,jt jl jl
l t d l t d

I C y d−
∈ ∈

+ ≥∑ ∑
� �

   t, d ∈ �: t ≤ d, j ∈ � (6y)

Te ograniczenia w przypadku maszyn	�"������/
�#	���	��	�5
�	�����.	�	
8	�	�����#
�
�����#	������	���	��	���
�����	���
�
	�"������;���	�
������	���	��	���	���9

+!,����������	

<��
	�	��	�8��	�"����8	���������7		�	�������
�����	��	�0	�	maszynami do-
wolnymi :I=:NJ1O*9	+	�
	����	����8
	������	��/������	�������7	�����
�	5�����
1
�.	�������
�	���5��		��	��8	��	�>���
�	�	����"5	����������
		�	�	���	B,C.	����		��
��8	��	���
�
	�5�	���7	�������8��	��/�	
	���������0	����68���	��	
���	�����
�	��1
���"�	�	��������eniu bilansu zapasów. Model zad����	�	����	
����	���
��	����	�����1
�"��
	���
��	���	���"���	�	���	 :I=:NJ1:*.	 ���	 �>:I=:NJ1O*.	�	��"�
	m>Q>,9
*�8��	��8		�;7	/����	�5�	���7	�	��		��	���
��	��.	�	
	�	�
�����	��	�"8��	����
	�	��1
�
���
	���
�.	���9	���
�
	�		�"�#	�"8�
�#	����	��	�"8��.	���	���
�
	�	��	���	����
	��
�	���
����9	L��	��8	��	�	����	���
�	 ����5�	���	
	������
7	���5�
	������	�����
�#

��/�����
�#9	+>���	����"5	���
�����	�
����y����
	��������	����
���
	�-���	��������1
���	�����
�#	5�����
�#	�����
�	��/�����
�		��	���
�	�dentycznych.

.��	 ���	�
���
�����	 ������	 ���	�����
�#	 ����	 	�������	 ���6	�
	 �����	 ������
�#
�����"�.	�"����8>�
���
�����	�����5����0	�8�	��6	���/�	�7	��	�����	�����"�	B�����	
�

��C9	:���8��	����	�������
	����	�	��.	�	��"�
	���	�����	��	��-	������ �-��	��

���
��	��	�
�	�	:I=:NJ1:*N=.9	 K���	 �
	 5��	����	��������.	 �8	�	 �����#	�	����#

�����
	��	��	��"/	�/
�	-���
���
�	�������.	��	��"��	��	�������	�����
	�����
�����.
�5
	�	��	5
/		��/�	������
9	+>���"������	�	�	���	B-C	:I=:NJ1:*	����5�	������1
	��7	���
		�	������	������.	�	�
	��	��	5������.	�������	�	��5���	G9

$	%��	+

/�
����	�������	��
	�����	012034$0�	�	�����������
��	���������	���5���	��
	�����

st1jt – czas wykonywania okresie t	���������%	�	������
��
	�����	 j	���$
	�5��	�	�	����ie t

st2jt – czas wykonywania okresie t	���������%	�����	 j	 ���	�5��	�	�	������
t–1

vjt – zmienna binarna równa 1, gdy przezbrojenie do wykonywania wyrobu j	��$
�	�5��	�	������	t>����	��6	�������
��	�	������	t + 1
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W porównaniu z modelem (2) ���
���	���'
��	��������	'�
��	����
�	/	;(	<	�����

����
���6	���	�������	������������	�		�
�	�������
�
��
=

(pj/Ct)xjt + st1jt + st2
jt = yjt – zjt + bjt + ajt,   t ∈ �, j ∈ � (7c)

8	���������0	B-- C/B-#C	����5�	��������	�����7	����	�����5����0R

(   ) ,jt jt jt
j j

b a z
∈ ∈

+ ≤∑ ∑
� �

 t∈ � (7f)

bjt ≤ wjt,   t∈ �, j∈ � (7g)

ajt ≤ zjt,   t∈ �, j∈ � (7h)

.���5�	��8		�	�7	����	������������	���������	�����;��	���
�#	�����
�#R

st1jt + st2
j,t+1 = STj zjt,   t∈ ��\{T}, j∈ � (7m)

st1jT = STj zjT,   j∈ � (7n)

st1jt ≤ ajt,   t∈ �, j∈ � (7o)

ajt – STj zjt ≤ m STj (1 – vjt),   t∈ ��\{T}, j∈ � (7p)

st2j,t+1 ≤ m STj vjt,   t∈ ��\{T}, j∈ � (7q)

9�����������	B5�C/B5SC	��5�������	���/�	����	��6	�����5�������	��	����6��
	�����.	��;��
�	5��8��
	�������	����	�
�����������		�8�	�����	5
	��	�
����7	�	��/�;��9	<���8
	���"1
��7	����6.	 8�	�	��	 ���	�>������
	 �������	��8	 B-C	:I=:NJ1:*	���������	 ���/�8����
�	 ������	�
���
�����	 �����5����0	 �>��
�#	 ������9	 L��6��	 ���	 ��8�����	 �����������
�����
�#	��������09	:����	������������	�
����	�������	�	-����.	8�	�	���
��	��	�"�����1
�����	 �����5�������	 �����	���
�	 ��	 ���	 ���������	 �"�����e;���9	.
�����	�8��
5
	��������	�����5����7	��������	��	��	���
�6	�	�		����	����#���7	��	����	���	����6.
�	����		����9	<������
	�	�
	����	����5�	5
	���������7	�	��	��	�����
�	5�����
�

:I=:NJ1O*	��8��������
	����������	�	���
�#	����"�		��	��������"��
�#	���
�9

.!/������������%��
�������

L�	��������������	�	���	�
����
�����	�����/
	 �����
�i���		���	��5����	�>���/�1
	��#	����8�	���������������	?,,@9	L��		�"�#	�"8�
�#	���/�	"�	���
��������	�����/
	��
�����
	 ������
		��
�#	 �"8�����	 ��6	#��
�����	����������9	 L�	�5�����0	�
����
�����
:I:;	 B���	���	�������	��������C.	�����
.		����
	������	 �������
�����	��	�0
������������	��/���itoliczbo����9	95��������	�
������	��	���������	�>���������
<*L	EG	<�#���	=>>>	T	,.H	:?�9	A���	�5�����0	5
/	�����iczony do 600 sekund.



,GH +��	���	;�������
�

Najpierw model podstawowy	:I=:NJ1:*	�����/	���"����
	�	�	���	�	dodatko-
wymi ograniczeniami opisanymi równaniami (4) or��	BE�C.	BE�C.	BE�C.	�	���8�	�	�	���

lokalizacji fabryk	BDC.	��"�
	��/	�"����8	�����	���		�	������	������������9	L��	��8	�1
��	�������		��
�#	�	�/�	��6	�����F7	���
����	�����;7	-������	����	f *9	+��
�����	�	���

��
�����/
	��	��"/	�����;��	���
����9	 K�	
���	 G>���
.		��	�����6k��
�#	������"�		�1
�
�#.	�����;��	-������	����	�	5����/
	�		�����	�	����	��8	>.DU9	.�	������	���
����

�����������	�
�����/
		��	��8	���	�	�	���9	L������	��8	����;7	�����������	��	����	���1
�����������	 LB0, liniowego oszacowania zadan��	 B������ ����C.	�����/�	��������	���


����
	����0�
o�	!�� 1�"��!�1��	!�� ( )* 0 * ,f LB f− 	�>����;7	��0������	����1
�������	�>���	���	��	���/�	�	���������0		�����	�	���	LB ��	�����	������������ ��

�!�� ���� ( )* *f LB  f−  (integrality gapC9	+
����	��	��������������	�	��5���	D9

$	%��	.

)���
��	������	�������������	���	������	�

Ja�	���
6�	
��	��
����	'�
��	����
�	
��	����	��
���
	��	&
����	���	��������	�

'��	���
��	��������	@
	��
'5	�
���'���	����
�	��
	�������	/�
	�����
���	��	�	(2	���
����	�	��
������	'�
��	����
��	�
�	����
���
��	������
���	'����	�������		�A
�	�
���	�	����
l����	3	��
	(B	���		�
�	���	��%	���	��
	�����	 ��
���
	��	��
	����
�������	�� 	��
	�����	����
���'�	4	���	����	��
���
	��	���
'
�	������
��
	41�

����������	 ;�5����<	 �����	 ����
��	 �	 '�
��	��%�	 >����	 ����	 ����
���	 
 
(2>4�B�	5
�	��5		��������
�	
���	 �	��
����	'�
��	����
	 �����
	 ����
6	��
���	�����
@�������	���	��
��	�
	�
���	�
		���	��
���	�	���'
6�

Przypadek 1. Przypadek 2. 
 

3 produkty, 4 maszyny 5 produktów, 7 maszyn 

 Liczba dni 15 20 25 30 15 20 25 30 

 �������	
��d pocztkowy [%] 

1. Model podstawowy 1 7 12 11 1 8 10 13 

2. Dod. ograniczenia 1 1 12 19 3 8 10 13 

3. Model lokalizacji 5 7 12 12 3 8 10 13 

  �������	
��d ko�cowy 

1. Model podstawowy 0 0 0 6 0 0 0 0 

2. Dod. ograniczenia 0 0 0 10 0 0 0 5 

3. Model lokalizacji 0 0 0 12 0 0 0 6 

  Czas oblicze� [s] 

1. Model podstawowy 1 6 579 600 0 5 30 312 

2. Dod. ograniczenia 1 4 372 600 1 12 63 600 

3. Model lokalizacji 1 12 30 600 1 22 86 600 
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����	�	��dnym okresie z modelem dopuszcza��	��	����
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Ponadto porównano modele ze zmiennymi binarnymi PLSP-PM wg [6] i nowy model
PLSP/E-RM (rozdz. 4.) podobnie jak w tabeli 5. Wyniki zost
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