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Piotr Bania*

Estymacja stanu w ukladach liniowych
przy skwantowanych pomiarach wyjs¢

1. Wstep

Zastosowanie w uktadach sterowania cyfrowych systeméw pomiarowych (przetworniki
A/D, enkodery, liczniki itp.) oraz dyskretna reprezentacja liczb w sterownikach i kompute-
rach prowadza do utraty informacji o obserwowanym obiekcie. Informacja jest tracona w pro-
cesie kwantyzacji oraz na skutek procesu prébkowania. Jezeli amplituda sygnalu wyjscio-
wego jest poréwnywalna z przedzialem kwantyzacji oraz intensywno$¢ zaktécen na wyjsciu
jest mata w stosunku do przedziatu kwantyzacji, to bledy kwantyzacji nie moga by¢ pomi-
nigte. Obserwowany uktad jest wtedy nieliniowy, a réwnanie obserwacji jest nieciagte wzgle-
dem stanu i zaktécen. Filtr Kalmana-Bucy (skrét KB) zastosowany do takiego uktadu gene-
ruje obciazona estymate stanu. Pierwsze przyblizone wyniki dotyczace estymacji stanu przy
skwantowanych pomiarach wyjs¢ w uktadach z czasem dyskretnym podali Meier et al., 1968,
Curry 1970, Clements i Haddad 1972. Z nowszych prac nalezy wymieni¢ artykut Sura i Pa-
dena (1998) oraz prace Sviestinsa i Wigrena (2000), ktérej autorzy podaja bardzo skom-
plikowany algorytm estymacji oparty na rozwiazaniu réwnania Fokkera-Plancka-Kotmogo-
rowa, jednakze w zadaniach wielowymiarowych, algorytm ten wykazuje eksplozj¢ kombina-
toryczna.

Podstawowa idea niniejszej pracy jest nastgpujaca: korzystajac z teorii Onsagera-Mah-
lupa (Onsager i Mahlup 1959, Takahashi i Vatanabe 1981, Diirr i Bach 1978) oraz z teorii
filtru najwigkszej wiarygodnosci (Hijjab 1979, Mortensen 1968, Baras et al. 1988) mozna
skonstruowaé funkcjonat (zalezny od pomiaréw oraz estymowanych zaktécen i stanu), kté-
rego minimalizacja pozwala otrzymac estymate stanu (por. Todorov 2008, 2010). Nastepnie,
korzystajac z warunké6w optymalno$ci, wyprowadza si¢ réwnania estymatora.

Praca jest zorganizowana nastgpujaco: w czesci drugiej sformutowano zadanie estyma-
cji oraz wyprowadzono réwnania estymatora, w czesci trzeciej pokazano przyklady dziata-
nia estymatora i poréwnano jego dziatanie z dziataniem filtru KB. Jezeli amplituda sygnatlu
wyjsciowego oraz intensywnoS$¢ zakldcen na wyjsciu jest duza w stosunku do przedziatu
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kwantyzacji, to bledy obu estymatorow sa poréwnywalne i efekty kwantyzacji mozna pomi-
nac. Przeprowadzone symulacje pokazuja, ze w zadaniach, w ktorych efekty kwantyzacji sa
istotne, blad estymacji stanu jest nawet kilkadziesiat razy mniejszy niz btad filtru KB. Artykut
koniczy si¢ wnioskami i spisem literatury.

2. Estymacja stanu przy skwantowanych pomiarach wyjs¢

Niech obiekt bedzie opisany uktadem réwnan

X=AX+Bu+Lw, 7=Cx+7,y=0(z, A), X(0) =x9, 1 >0, A >0, 1))

X(t) € R",u(r) e R",w(t) e R™,y(t) € {0,£A,£24,...}.

Macierze A, B, L, C maja wymiary odpowiednio n X n, n X r, n x m i 1 x n. Funkcje
w, Vv nazywamy zakléceniami. Bedziemy zaktadaé, ze w jest biatym szumem Gaussa o ma-
cierzy kowariancji R = RT > 0, oraz ze zmienna losowa v(¢) ma dla kazdego ¢ > 0 rozktad
normalny N(0,62),0 > 0. Warunek poczatkowy xp ma rozktad Gaussa N(x,, P), z macierza
kowariancji P = PT > 0 i srednia x,. Prawostronnie ciagta funkcja Q, ktérej wykres pokazano
na rysunku 1, jest charakterystyka kwantyzatora.

054 0 054 1.54

¥y N

Rys. 1. Charakterystyka kwantyzatora

Zmienna losowa Z(#) ma rozktad N(Cx(r), 02). Niech k bedzie liczba catkowita. Praw-
dopodobiefistwo, ze zmienna losowa y(¢) przyjmie warto$¢ kA, pod warunkiem ze system (1)
jest w stanie x(¢), wynosi

y(t) — Cx(r) +0.5A> " <§(r) —Cx(t) —0.5A> )

o o

P(5(r) = kA[F(1) = 0 (
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gdzie
P(E+a)—9(E—a)
=1 3
R ®
Dla dalszych rachunkéw wygodnie jest rozwazy¢ funkcje g : R x RT — R(J)r
] s
_ -4
s)=—— [ e 2°d 4
0 \/ﬁ_./ : )
Funkcja g jest parzysta, oraz
C](é) >0,8 #0, q(0) = qu/(o) =0, 6]/(—‘5) = _ql(é)ﬂ (5)
q"(§)>0,4"(=6) =4"(S)
gdzie, dla prostoty zapisu pominigto drugi argument piszac g(&) zamiast g(&, ).
Zaktadamy dalej, ze model obiektu jest opisany uktadem réwnan rézniczkowych
x(7) = Ax(1) + Bu(t) + Lw(7),y(t) = Cx(1),7 € [0,1],x(¢) = 7. (6)

Réwnanie (6) ma ustalony warunek koicowy i jest rozwigzywane wstecz w czasie. Na pod-
stawie teorii Onsagera-Mahlupa (Onsager i Mahlup 1953, Takahashi i Vatanabe 1981, Diirr
i Bach 1978) oraz teorii filtru najwigkszej wiarygodnosci (Hijjab 1979, Mortensen 1968, Ba-
ras et al. 1988, por. tez Todorov 2008, 2010) mozna postawi¢ hipoteze, ze minimalizacja
funkcjonatu

1
Jt..) = §x(0) a1+ [ a(o™! (5(0) ~ Ca(1)).05407) + w0} 1de, (D)
0
stanowi dobry punkt wyjscia do konstrukcji estymatora stanu systemu (1). Aby si¢ o tym

przekonac, bedziemy poszukiwaé minimum funkcjonatu (7) na trajektoriach systemu (6)

min J(t,n,w).
NER" weL2(0,t;R™)

Estymatg stanu oznaczamy symbolem £(z). Definiujemy funkcje optymalnej jakosci

V(e,n) = min J(,n,w). ®)
weL2(0,t;R™)

Latwo zauwazy¢, ze estymata stanu minimalizuje funkcjg jakoSci optymalnej

£(@) :arg#%llglV(t,n). 9
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A zatem, jezeli funkcja V jest r6zniczkowalna, to jej pochodne znikaja w punkcie

VV(t,%(t)) =0,t > 0. (10)
Z teorii sterowania optymalnego (zob. Bellman 1957, Mortensen 1968) wynika, ze funk-
cja jakosci optymalnej spetnia réwnanie Hamiltona-Jacobiego

av
ot
V(0,m) = 511 —xalp1-

= —VVT(An+Bu) — sVVTLRL'VV +¢(6™ (- Cn),0.5407 "), (11)

Zakladamy, ze funkcja V jest dwukrotnie rézniczkowalna wzgledem 7 oraz przyjmu-
jemy oznaczenie K(t) = V>V (t,%(t)). W otoczeniu punktu £(¢) przyrosty funkcji V moga
by¢ aproksymowane forma kwadratowa

V(t,n) = V(1.%(t) = 3(n — %) K(1)(n — %) +o(|n - 2]).

Korzystajac z (10) i (11) mozna (zob. Baras et al. 1988), poprzez bezposrednie rézniczkowa-
nie rdwnania (11) pokazaé, ze macierz K spetnia réwnanie Riccatiego

K=—-ATK—KA—KLRL'K +672¢"(c7 (- C%),0.5Ac CTC,K(0) =P

Macierz odwrotna do K oznaczamy symbolem S. Jezeli K(¢) > 0, dlat > 0, to macierz S
spelnia réwnanie Riccatiego

S=AS+SAT +LRLT — 672" (67 (§—C%), 0.5A6")SCTCS,$(0) = P. (12)

Wyprowadzimy teraz réwnanie rézniczkowe jakie spelnia estymata stanu £(¢). Jezeli
funkcja V jest odpowiednio gtadka, to z réwnania (10) mamy
d . 2y 2w om0

SVV(1,3(0)) = VGV (0,50 + V2V (1,5(0) 52 =0,
dla prawie wszystkich 7 € R .

(13)

Korzystajac z réwnania Hamiltona-Jacobiego (11) oraz z (10), dostajemy

AV (t,%(1))

Vat

= V(=VV(t,%(t))" (A%(t) + Bu(t)) — 0.5VV (¢,%(t))T LRLTVV (t,%(t)) +
+q(c7 ' (5(t) — Cx(1)),0.54671)) =

= —V2V(1,%(t))(A%(t) + Bu(t)) = CT o7 '¢' (671 (5(t) — C#(r)),0.546 7).
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Stad oraz z (13)

V2V(t,)?(t))d§7(tt) — V2V (1,%(1))(A%(t) + Bu(t)) —

—CTo7 g (67 (5(1) = Cx(r)),0.5A6 1) = 0.
Pamigtajac, ze K(t) = V2V (t,%(t)), S(t) = K(¢)~!, otrzymujemy réwnania estymatora
£=A%+Bu+SCTo ¢ (o (5—Ck), 0.5A07 1), £(0) = x, (14)

S=AS+SAT +LRLT — 624" (671 (—C%), 0.5A0 1)sCTCS, S(0) =P. (15)

Réwnania (14), (15) sa podobne do réwnan opisujacych filtr KB. W przypadku granicz-
nym, gdy A — 0 mamy

lim g(c'(Cx—7¥),0.5A6") =0.56 2(Cx—5)*,

A—0t

1 Cx—7),05A0 Y =067%(Cx—7),

Jim ¢'(c” (Cx—7) ) (Cx—7)

1 Cx—7),05A0 ) =072 16
Jim ¢"(c™ (Cx—y) ) (16)

Zatem dla matych przedziatow kwantyzacji, réwnania (14) i (15) przechodza w réwna-
nia filtru KB.

Wyliczanie funkcji ¢ i jej pochodnych. Wyliczymy pierwsze i drugie pochodne funkcji g
oraz podamy wzory asymptotyczne, umozliwiajace efektywne obliczanie funkcji ¢ i jej po-
chodnych dla duzych wartos$ci argumentu &. Poprzez dwukrotne rézniczkowanie réwnosci
W = e~ 4, otrzymujemy

e = e a7
e 2 _ o yl-a)? (x+ 0)e 20+ — (x— )20
II]/ _ lI/// —
M VM -
M =26(a) 1.

Powyzsze wzory mozna stosowad, gdy |&| < a+6. Dla |E| > o+ 6, wyliczenie wartosci
funkcji ¢ i jej pochodnych wymaga obliczenia logarytmu bardzo matych liczb. Dla |£| >
o + 8 pakiet MATLAB zgtasza komunikat error: log of zero. Aby omina¢ ten problem, przy
wyliczaniu funkcji ¢ i jej pochodnych mozna stosowac nastgpujace wzory asymptotyczne.

g(&) ~ L& —a)* +In(E — @) —InR(E, &) + In(V27M), (19)
—20&
&)~ (E-a)

1—e

iEa) Y
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4'(E) ~ c(E—a)+ (& —a)e?™ (%# 4208 _2> .

NP (N e

, (G —af)e ™

d(&,a)

d( ,a)b(éa)(é‘;‘)i’(jme—m§7
—_1)V 3.5, _
e
c(z)=1 ;ﬁl—f +(_1)N+'1'312'3;;“(21\]—1),6>a>0
a) b)

37

35

< 9.9 10 10.110.210.3
R

2r wzor (19)

KRR

C) d)

= wzor (17)
:O'

T~ wzor (21)

4 6 8 10 7 3 s s 5
: s

-~
wzor (20)

Rys. 2. Funkcja ¢g dla réznych wartosci & (a). Funkcja ¢ i jej przyblizenie asymptotyczne dla
a =2,N =6 (b). Pochodne funkcji ¢q i ich przyblizenie asymptotyczne (c, d). Obliczenia
wykonano w programie Matlab. Na rysunkach b, ¢, d) widoczne narastanie btgdéw
numerycznych
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Powyzsze wzory mozna wyprowadzié, korzystajac z rozwinigcia

1.2
1 _lg2 e 2" b(x)
_ ¢ ~ o - O
e 2 d ~ 7.X:>0,
\/Zﬂx/ s V27x

podanego w pracy (Abramovitz i Stegun 1970, s. 932, wzér 26.2.12). Wyrazenie (19)
nie zawiera logarytmu matych liczb. Ze wzoru (19) wynika, ze dla duzych wartosci &,
funkcja g jest w przyblizeniu kwadratowa. Dla & < 0O korzystamy z wtasnosci g(—&) =
q(&), d(—-&)=—4'(&), 4" (—&) = 4" (&). Wystarczajaca doktadnos¢ przyblizenia uzyskuje
siedlaN >2, |§] > o +6.

3. Przyklady

Dziatanie filtru (14), (15) poréwnamy z dzialaniem filtru Kalmana-Bucy’ego. Sredni
btad estymacji za pomocg estymatora (14), (15) i Sredni biad filtru KB definiujemy odpo-
wiednio, jako

~-

T
/ |1£(1) — x(¢)Pdt, Exp = / |%ka (1) |2dt (22)
0

gdzie przez fgp oznaczyliSmy estymate stanu uzyskana za pomoca filtru KB z tymi sa-
mymi warunkami poczatkowymi co filtr (14), (15) i obiekt. Do przeprowadzenia symulacji
bedziemy uzywaé stochastycznej metody Rungego-Kutty. Réwnaniu (1) odpowiada stocha-
styczne réwnanie rézniczkowe

dx = (Ax+ Bu)dt + Ldw (23)

Rozwigzanie tego rownania mozna przybliza¢ za pomoca nastgpujacego schematu réz-
nicowego.

Dane:
x0 — wektor losowy o znanym rozktadzie,

At > 0 — okres dyskretyzacji czasu,
kmax — maksymalna liczba krokéw czasowych.

Dlak=0,1,2,. .. kmax
1) Wygeneruj wektor losowy Awy (0, RA?)

2) Oblicz
(tk,xk,AWk,At)At,

f
= f(tx +0.5A1,x; +0.5K1, Awy, At) At,
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K3 = ftx +0.5A1, x;+0.5K,, Awy, At)At,
Ky = f(fk + At x + K3, Awy, Ar) At,
Xie1 = X+ £ (Ky +2K> +2K3 +Ky)

3) Podstaw k — k+11iidZdo 1,
przy czym
Ft,x,Aw,At) = (Ax(t) + Bu(t)) +LAw/At.

Schemat ten jest zbiezny do procesu stochastycznego bedacego rozwigzaniem réwnania
(23), a rzad zbieznosci wynosi 2 (zob. np. Wilkie 2004, Sobczyk 1993 s. 343). Schematy sto-
chastyczne wyzszego rzegdu mozna konstruowaé w analogiczny sposéb na bazie schematéw
deterministycznych. Rzad zbieznosci schematu stochastycznego jest o polowe mniejszy niz
rzad odpowiedniego schematu deterministycznego.

Przyklad 3.1. Rozwazamy system
¥=—F+u+w,3=Q0(F+7,A),u=45sin(r),%(xs, P)
przy czym
R=0.0025,6 =0.01,A =3,x,=1,P=0.01.
Korzystajac z (14) i (15) mamy nastgpujace réwnania filtru
= —%t+u+sq(F—£150),%0) =1,
§ = —25+0.0025 — 10*¢" (£ — 7, 150)s%,5(0) = 0.01.

W symulacjach przyjeto okres dyskretyzacji czasu At = 0.003. Na rysunkach 3 i 4 po-
réwnano dzialanie filtru (14), (15) z dziataniem filtru KB. Srednie btedy estymacji oszaco-
wane na podstawie dlugookresowych symulacji zestawiono w tabeli 1.

) Tabela 1
Srednie btedy estymacji
c Exp Eg Exg/Eg
0.01 0.341 0.0334 10.2
0.05 0.0600 0.0371 1.62
1.0 0.0314 0.0314 0.999
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3 I~ Estymata
z filtru
(14), (15)

Estymata z filtru
Kalmana-Bucy

2+ Sygnal na wyjsciu
kwantyzatora
-3+
r r r
0 1 2 3

Rys. 3. Poréwnanie dziatania filtru (14), (15) z dzialaniem filtru Kalmana-Bucy’ego

1 T T T

0.8-

X

Iman-Bucy N
0.6 i

0.4r

0.2}
o-
0.2+ 8
-0.4+ 1
065 1
\

-0.8

Filtr (14), (15)

-1 L r r
0 5 10 15 20

t

Rys. 4. Blad estymaciji stanu filtrem (14), (15) i filtrem Kalmana-Bucy’ego

Przyklad 3.2. Rozwazamy oscylator harmoniczny opisany réwnaniami
x| =X,k = =% +W,§ = Q(F1 +7, 4),

przy czym

R =0.0064,0 = 0.0025,A = 15,x, = [20, 0]7 , P = diag([0.1, 0.05]).
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W symulacjach przyjeto okres dyskretyzacji czasu At = 0.05. Na rysunkach 5 i 6 po-
réwnano dziatanie filtru (14), (15) z dziataniem filtru KB. Na podstawie dtugookresowe;j
symulacji oszacowano Exp = 1.87, Eg = 0.38, a zatem Sredni btad filtru (14), (15) jest okoto
pi¢é razy mniejszy niz biad filtru KB.

20 T T 7

15

10

Estymata
zfiltru
(14), (15)

i Sygnal na
wyjsciu
kwantyzatora

Estymata z filtru
Kalmana-Bucy

175 180 185 190

207 T T R

Stan x. 5

15

Estymata
Zzfiltru
(14), (15)

-10+

-15+-

Estymata z filtru
Kalmana-Bucy

_20 £ r r
175 180 185 190
t

Rys. 5. Poréwnanie dziatania filtru (14), (15) z dziataniem filtru Kalmana-Bucy’ego
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a) b)

Kalman-Bucy Kalman-Bucy

Filtr
14), (15 14), (15
6 (14), (15) | 6L (14), (15)
100 120 140 160 180 200 100 120 140 160 180 200

t t

Rys. 6. Blad estymacji pierwszej (po lewej) i drugiej (z prawej) sktadowej stanu filtrem (14), (15)
i filtrem Kalmana-Bucy’ego

Przyklad 3.3. Rozwazamy zadanie estymacji potozenia i predkosci katowej silnika pradu
stalego za pomoca enkodera o matej rozdzielczosci. Zat6zmy, ze na wale silnika umieszczony
jest enkoder generujacy 32 impulsy na jeden obrét watu. Zatem przedziat kwantyzacji wynosi
11.25°. Réwnania systemu sg nastgpujace

X =%,% =—-0.25% +0.25(u+w),5=0(% +7,4),
przy czym

R=0>=10"°A=2%/32,x,=[0,0]" ,P = diag([10%,107°]),u(t) = 0.01,¢ > 0.

Na rysunkach 7 i 8 poréwnano dziatanie filtru (14), (15) z dzialaniem filtru Kalmana-
Bucy’ego.

Przyjeto okres dyskretyzacji czasu At = 0.005. Warunki poczatkowe dla filtru (15),
(16) i filtru KB wynosity odpowiednio £(0) = [~5,0]”, £x5(0) = [5,0]”. Dtugookresowe
symulacje daja oszacowanie Exp = 4.217, Eg = 0.1154, Exg/Ep = 36.53. A zatem filtr
(14), (15) ma okoto trzydzieSci sze$¢ razy mniejszy biad niz filtr KB.

Trudnosci przy numerycznym rozwiazywaniu rownan filtru. Jezeli intensywno$¢ szumu
na wyjsciu (parametr ©) jest mata, to uktad réwnan (14), (15) staje si¢ Zle uwarunkowany
(stiff). Zjawisko to, zaobserwowane we wszystkich analizowanych przyktadach, jest typowe
dla filtréw Kalmana. W celu ominigcia trudnos$ci, do catkowania rownan filtru zastosowano
metod¢ Radau 5 (Hairer i Wanner 1993). Ponadto poczatkowa macierz kowariancji powinna
mie¢ mozliwie maty wyznacznik. Dobre wyniki uzyskuje si¢ przyjmujac S(0) = 10767 .
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Rys. 7. Por6wnanie dziatania filtru (14), (15) z dziataniem filtru Kalmana-Bucy’ego.

Estymacja potozenia

4 T T T
H ] % i
A i I il
\ i : {
3+ ! ': ' b
/ i ' !
-, ': =. -.
\ ! ! y
! Estymata 1 ! [
2 { zfiltru 1 ! }
t (1), (15) H ! i
v ! ='. I: i
> 1F i } i !
o LA i I i
/ T — i il
0 ¢ ‘,r' == (e N o |
i ." Stan x.
Vot Estymata z filtru
1 L H Kalmana-Bucy i
oL : : :
0 20 40 60 80
ts]

Rys. 8. Por6wnanie dziatania filtru (14), (15) z dzialaniem filtru Kalmana-Bucy’ego.

Estymacja predkosci katowe;j
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4. Whnioski

W pracy przedstawiono estymator stanu dla uktadéw liniowych stacjonarnych przy
skwantowanych pomiarach wyjs¢. Zalety estymatora ujawniaja si¢ wyraznie, gdy amplituda
sygnalu wyjsciowego staje si¢ porownywalna z przedzialem kwantyzacji. W rozwazanych
przypadkach Sredni btad estymacji byt kilka do kilkudziesigciu razy mniejszy niz Sredni btad
standardowego filtru KB. Jezeli stosunek A /8 jest maty, to stosowanie filtru (14), (15) staje
si¢ nieuzasadnione, gdyz duzo prostszy w implementacji filtr KB daje poréwnywalne biedy
(zob. tab. 1, oraz wzdr (16)). Rozwazany estymator moze znaleZ¢ zastosowanie w zadaniach,
w ktérych wyjscia obiektu przyjmuja wartoSci w zbiorze przeliczalnym, a pomiary doko-
nywane sa z bardzo matq rozdzielczosScia (np. estymacja matych predkosci i przemieszczen
w serwomechanizmach). Na skutek utraty informacji w kwantyzatorze estymata stanu jest ob-
cigzona i nawet przy braku zakléceni, btad estymacji nie musi zmierza¢ do zera. Ze wzgledu
na zte uwarunkowanie réwnan, filtr (14), (15) jest trudny w implementacji i wymaga stoso-
wania zaawansowanych metod catkowania uktadéw typu stiff. Nalezy jednak podkresli¢, ze
w pewnych przypadkach, btedy estymacji moga by¢ nawet kilkadziesiat razy mniejsze niz
btedy standardowego filtru KB.
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