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STRESZCZENIE

W pracy przedstawiono mechanizm elektromagnetycznej generacji sit w maszynach elektrycznych, w ujeciu polo-
wym. Zamieszczono wyniki obliczen polowych numerycznych (MES) i analityczne rozwazania, stanowiqce teore-
tyczne uzasadnienie tych wynikow. W szczegolnosci celem badan bylo sprawdzenie, w jakich fragmentach obwodu
magnetycznego maszyny koncentrujq sie te skladowe naprezen powierzchniowych, ktore decydujq o wielkosci uzy-
tecznego momentu typowej maszyny elektrycznej. Skupiono sie rowniez na pokazaniu, jak realizowane sq ilosciowe
zaleznosci wynikajqce z prawa Lorentza w warunkach magnetycznego ekranowania przewodow z prqgdem.

Stowa kluczowe: silniki indukcyjne, sily zebowe

TEETH FORCES AND STRESSES IN ELECTRICAL MACHINES

The paper deals with the basic aspects of electromagnetic torque generation in electrical machines, being a sum
of local impacts on gap elements of the yoke. The authors aimed at showing the applicability of the Amper's law
in the conditions of magnetostatic shielding of a current wire. They also focused on finding out tooth areas in

which concentrate stress components deciding about the magnitude of torque acting on the tooth.
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1. WSTEP

Zasadniczym celem badan, ktorych fragment przedstawio-
no w niniejszej pracy, byto pordéwnanie wynikow obliczen
momentow zgbowych w maszynach indukcyjnych, uzys-
kanych z dwoéch podstawowych modeli umozliwiajacych
takie obliczenia. Sa to:

1) dyskretny dwuwymiarowy model polowy przekroju
poprzecznego maszyny;

2) tradycyjny jednowymiarowy model pola szczelinowe-
g0, w ktorym rzeczywisty rozktad uzwojen i wzajemne
przemieszczenia uzgbionych brzegoéw szczeliny podle-
gaja ,,projekcji” na wybrana powierzchni¢ walcowa
usytuowana w szczelinie.

Cho¢ generalnie porownywanie obu modeli nie ma sen-
su, z uwagi na bezsporna wyzszos¢ modelu polowego, to
jednak jego dyskretny charakter stwarza niekiedy istotne
trudnos$ci podczas praktycznych zastosowan. Problemy ta-
kie towarzysza migedzy innymi obliczeniom sit i momentow
zgbowych w maszynach elektrycznych metoda catkowania
naprgzen powierzchniowych.

W poréwnaniu z obliczeniami momentu wytwarzanego
w maszynie, sity i momenty dzialajace na poszczegdlne
zgby tej maszyny okreslane sa bez poréwnania rzadziej. Na
ogot dokonuje si¢ tego pod katem analizy drgan mecha-
nicznych jarzma pochodzenia elektromagnetycznego. Jest
wige oczywiste, ze metod umozliwiajacych obliczenie cat-
kowitego momentu jest znacznie wigcej niz metod obli-
czania momentéw zgbowych. Istotng réznice pomigdzy
tymi metodami oraz utrudnienie wprowadza brak mozli-
wosci otoczenia zgba powierzchnia zamykajaca si¢ w tym
samym o$rodku.

Poszczegolne metody obliczen sit i momentow maja na
celu przede wszystkim zmniejszenie blgdow i niejedno-
znacznosci wynikow, spowodowanych najczesciej lokalny-
mi zaggszczeniami linii sit pola, w szczegolnosci w rejo-
nach narozy zgbow stojana i wirnika. Omijanie trudnosci
numerycznych wynikajacych z istnienia narozy nie zmniej-
sza niejasnosci wokot rozktadu na powierzchni zgba tych
sktadowych naprezen, ktore decyduja o warto$ci momentu
dziatajacego na ten zab. W walcowym uktadzie wspotrzed-
nych, sktadowa ta jest sktadowa styczna, o ktérej wiadomo,
iz na przyztobkowych powierzchniach zgba jest obecna
praktycznie tylko w rejonie koronki zgba, natomiast na
przyszczelinowej, walcowej powierzchni zgbow wystepuje
zwykle w ilosci sladowej. Proby catkowania rozktadu na-
prezen stycznych, wyznaczonych za pomoca MES, wska-
zuja jednak, ze wigcej niz polowa catkowitego momentu
dziatajacego na zab pochodzi wtasnie od naprezen stycz-
nych na przyszczelinowej powierzchni zgba, skoncentro-
wanych bezposrednio przy narozach. W ten sposob docho-
dzi si¢ do wniosku, ze o wielko$ci momentéw zgbowych
decyduja efekty towarzyszace zachowaniu narozy w polu
magnetycznym. Takie podejscie byloby jednak btedna in-
terpretacja wynikow uzyskanych z wyidealizowanego mo-
delu, przy wspolnym dla wigkszosci metod obliczeniowych
punkcie wyjscia, jakim jest zasada zachowania energii.

W artykule skupiono si¢ przede wszystkim na proble-
mach i roli narozy zgbow przy obliczaniu sit i momentow
zgbowych metoda catkowania naprgzen powierzchnio-
wych. Koncowe wyniki obliczen, tzn. sity ponderomoto-
ryczne dziatajace na zgby porownywano z rezultatami sto-
sowania innych metod wykorzystujacych dwuwymiarowy
model polowy przekroju poprzecznego maszyny.

* Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie, Katedra Maszyn Elektrycznych
** Artykut uzyskal pozytywne recenzje i byt prezentowany podczas Migdzynarodowego Sympozjum Maszyn Elektrycznych SME
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2. SILY DZIALAJACE
NA ELEMENTY OBWODU MAGNETYCZNEGO
MASZYN ELEKTRYCZNYCH

Naturalnym sposobem okreslania sity zgbowej jest wyko-
rzystanie zasady zachowania energii [1, 5]. W tym ,,energe-
tycznym” podejsciu sita dzialajaca na zab jest rowna po-
chodnej czastkowej koenergii pola magnetycznego wzgle-
dem wspotrzednej okreslajacej potozenie zgba:

_ Wi Wan =Wap

Fow ox Ax @
H

Wy =[| [BaH |dv 2)
VO

W konkretnym przypadku analizy obcigzen mechanicz-
nych stref przyszczelinowych w silniku indukcyjnym, mo-
del obwodu magnetycznego tworzony byt pod katem obli-
czen przede wszystkim tych sktadowych sit zgbowych, ktére
wynikaja ze zmian energii pola magnetycznego ,,glowne-
g0”, tzn. pola, ktorego linie sit obejmuja uzwojenia stojana
i wirnika i w tak uproszczonej formie, aby zab mozna byto
obja¢ zamknigta powierzchnia w jednym osrodku. Model
ten, reprezentuje fragment uproszczonego obwodu magne-
tycznego niskonapigciowego silnika indukcyjnego klatko-
wego z rysunku 1 i jest przedstawiony na rysunkach 2 i 3.
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Rys. 1. Uproszczony obwdd magnetyczny niskonapigciowego
silnika indukcyjnego klatkowego

Fig. 1. A simplified low-voltage magnetic circuit
of an induction cage motor

E
(=]
)

ylmm]

>m|?

. [

T
0 10 20 30 40 50 80 70 80

Rys. 2. Uktad elektromagnetyczny fragmentu obwodu magne-
tycznego niskonapigciowego silnika indukcyjnego klatkowego

Fig. 2. An electromagnetic set representing a fragment
of a low-voltage magnetic circuit of an induction cage motor

Uproszczenie polega na zastapieniu pototwartych ztob-
kow maszyny ztobkami otwartymi o bokach radialnych
i otwarciu réwnym rzeczywistemu. Glgbokos¢ tych zastep-
czych zlobkéw przyjeto réwna podwojonemu otwarciu,
przy czym amperozwoje zlobka wypetniaja go do potowy.
Zatozono przy tym liniowos¢ charakterystyki magnesowa-
nia oraz wysoka wzgledna przenikalnos¢ magnetyczna zelaza.

W modelu wedhug rysunku 2 zgby stojana reprezentowane
sa prostopadlosciennymi zworami, usytuowanymi w szcze-
linie rdzenia wzbudzanego cewka zasilona pradem statym
I Prad ten ma wytworzy¢ w szczelinie pole magnetyczne
odpowiadajace polu gtéwnemu. Poszukiwana wielkoscia
jest sita dzialajaca na zwore, nad ktora znajduje si¢ bok
czynny drugiego uzwojenia, reprezentujacego oczko klatki
z pradem /.. Bok ten potozony jest w Ztobku odpowiada-
jacym wymiarami uproszczonemu ztobkowi wirnika. Drugi
bok czynny, ,,domykajacy oczko klatki”, potozony jest na
zewnatrz rdzenia. Oba przekroje bokow tego uzwojenia na-
zwano umownie ,,pretem klatki nr 17 oraz ,,pretem klatki
nr 2”. Uzupetnienie modelu dwoma dodatkowymi zworami
(zewngtrznymi) miato na celu zapewnienie w otoczeniu
zwory srodkowej warunkoéw magnetycznych podobnych jak
w rzeczywistym silniku. Amperozwoje pomigdzy zworami
odpowiadaja bokom wiasciwych cewek uzwojenia stojana.

Przy okreslaniu sit dziatajacych na zworg, pochodzacych
od pola gtownego i pradu klatki wirnika, amperozwoje sto-
jana przyjmowano rowne zeru. Uzasadnieniem tego
uproszczenia jest znany fakt, ze sktadowe styczne sit dzia-
tajacych na przewody w zlobkach, a wigc sktadowe mogace
wplywaé na uzyteczny moment sa pomijalnie mate w po-
réwnaniu z odpowiednimi sktadowymi sit wywieranymi na
Sciany ztobkow. Spowodowane jest to bardzo mata sktado-
quy indukcji w ztobku, rownoleglej do osi ztobka, od kto-
rej zaleza te sity.

Na rysunku 2 przedstawiono potowg analizowanego ob-
wodu, spetniajacego warunki symetrii osiowej. Zgodnie
z rysunkiem, zwory reprezentujace zgby stojana oddzielaja
od rdzenia dwie identyczne szczeliny powietrzne. Zwora
poddana jest tez oddziatywaniu dwoch identycznych oczek
klatki, po jednym z kazdej strony. Model reprezentuje wigc
par¢ zebow stojana spod roznych biegunéw maszyny spet-
niajacej cechy symetrii biegunowe;j.

W celu oceny zjawisk elektrodynamicznych w uktadach
podobnych do przedstawionego na rysunku 2, czgsto
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Rys. 3. Powigkszony fragment modelu z rysunku 2
do obliczen MES (wymiary w mm)

Fig. 3. A magnified fragment from figure 2 of model
used for calculations with (dimension in mm)
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przyjmuje si¢ nieskonczong przenikalno$¢ magnetyczna ze-

laza i1 zakltada koncentracje energii magnetycznej jedynie

w szczelinach powietrznych pomigdzy zelaznymi odcinka-

mi obwodu magnetycznego. W tych warunkach oraz przy

amperozwojach stojana réwnych zero, sita dziatajaca na
zworg w kierunku osi x wynosi

ww,, 0 [,8

ol = =2—
ox ax 2u,

3
B/ +B, )
=2| =5 Lk

poniewaz w ramach przyjetych zatozen

|:B12 (a —x)+B§x] =

25

=(B,-B/)=2I, %)
o
gdzie:

o — Sitadzialajaca na zworg w kierunku x (pozio-

mym),
I, — prad preta nr 1 nad zgbem nr 2,
[, — dlugosc (glebokos¢) zelaza,
B, — indukcja magnetyczna w szczelinie & po lewej

stronie preta klatki wirnika nr 1 (pod dziataniem
wylacznie strumienia gtownego od pradu /),

B_ — indukcja magnetyczna w szczelinie & po
prawej stronie preta klatki nr 1 (pod ,,oczkiem
klatki” i strumieniem ,,glownym”).

W przyjetym modelu sita dziatajaca na zab stojana zale-
zy przede wszystkim od pradu obwodow wirnika i ma
wlasciwie charakter reluktancyjny. Od wartosci pradow
stojana beda zaleze¢, w podobny sposob, sity zgbowe wir-
nika. Dla potozen preta klatki nad krawedzia zgba lub nad
ztobkiem (sytuacja zgbow nr 3, 5 i 8) sformutowanie wzoru
dla sity dziatajacej na zab, podobnego do (3), nie jest mozli-
we. Podstawa do wyznaczenia tej sity na podstawie (1)1 (2)
moze by¢ tylko znajomo$¢ rozktadu pola przy dwoch bli-
skich potozeniach zgba: naturalnym i przesunigtym o dx.

Innym sposobem okreslenia sity dzialajacej na zwore
jest scalkowanie naprezen magnetycznych na powierzchni
zewngetrznej zwory. Rozktad naprezen na powierzchni gra-
nicznej dwoch srodowisk (1 i 2) mozna wyznaczy¢, wyko-
rzystujac tensor napr¢zen Maxwella. Jesli gestos¢ pradu na
powierzchni granicznej rowna sig¢ zeru, wyrazenie dla na-
prezen stycznych po stronie srodowiska / przyjmuje postac

(2]:

pu =WHHy ()

2 2
Pur =5 (Hy —Hyy) )

gdzie H,,, H,, — skladowe natgzenie pola przy powierzchni
granicznej w osrodku ,,1”, wyrazone w prostokatnym uktadzie
wspotrzednych; przyjeto o$ y pokrywajaca si¢ z powierz-
chnig graniczna, natomiast o$ x skierowana od Srodowi-

ska ,,2” (zelazo) do $rodowiska ,,1” (powietrze). Wykorzy-
stujac typowe oprogramowanie do obliczen polowych MES,
po rozwiazaniu rownan pola mozna, uzywajac zaimplemen-
towanych w pakiecie procedur do obliczania sit i energii,
fatwo wyznaczy¢ obie wielkosci. Ta droga postgpowania
pozwala nie zauwazy¢ osobliwosci rozktadu pola w rejo-
nach krawedzi zgbow. Opracowano szereg metod pozwala-
jacych omina¢ ten problem podczas wyznaczania momentu.
Ich przegladu dokonano w [4]. Tylko niektore z nich moga
by¢ wykorzystane do obliczania sit dzialajacych na zgby
maszyn elektrycznych, gdzie problem narozy nabiera szcze-
g6lnego znaczenia.

3. WYKORZYSTANIE MES
DO WYZNACZANIA SIE. ZEBOWYCH
MASZYN ELEKTRYCZNYCH

Obliczenia sit dziatajacych na srodkowa zworg ,,zab nr 2
na rysunku 3 rozpocz¢to metoda ,,energetyczna”, stosujac
wzory (1)—(4). Wartosci pradow uzwojen modelu (state
w czasie) dobrano w taki sposéb, aby indukcja magnetycz-
na w szczelinie powietrznej & = 0,3 mm i glebokosci /, = 1
mm, liczona z pominigciem spadku napigcia magnetyczne-
gow zelazie, wynosita 1,5 T w obszarze pod ,,oczkiem klat-
ki” 10,75 T w pozostalym obszarze szczeliny. Wymagato to
pradow ,,pretow klatki” rownych 7, =180 A w precie nr 1,
w precie nr 2 [, = — I, oraz amperozwojow cewki wzbu-
dzajacej pole gtowne I = 360 A. Dla wartosci indukcji
w szczelinie idealnych, tzn. wyznaczonych analitycznie
z pominigciem napig¢ magnetycznych w zelazie (B;= 1,5 T,
B S 0,75 T), uzyskano ze wzoru (3) wartos¢ sity F, ;. Warto$¢
t¢ porownywano z warto$ciami otrzymanymi na podstawie
(1), liczac koenergig analitycznie tylko w objgtosci szcze-
liny §, ale wykorzystujac wartos$ci indukcji magnetycznej
w szczelinie uzyskane z obliczen MES. Przyjeto, ze nad
7tobkami stojana i wirnika indukcja w szczelinie 6 jest row-
na 0, a poza tymi fragmentami szczeliny taka, jaka uzyskano
z obliczen MES, tj. B b= 1,42 T w obszarze szczeliny pod
zezwojem wirnika z pradem 180 A oraz B, = 0,68 T w obsza-
rze szczeliny poza tym zezwojem wirnika. Tak wyliczona
sitg oznaczono F 5. Weryfikacjg obliczen przyblizonych wg
(3) stanowita wartos¢ skladowej poziome;j sity F | uzyskana
z obliczen energetycznych wg (1) i (2), przy czym podstawa
dla calkowania numerycznego byl obraz pola uzyskany
MES. Poszczeg6lnym wartoSciom koenergii w (1) odpo-
wiadaly tutaj:
W' . — koenergia zgromadzona w polu magnetycznym
przy potozeniu zgba nr 2, jak na rysunku 3;
W', — koenergia zgromadzona w polu magnetycznym
przy potozeniu zgba przesunigtym w prawo
o Ax = 0,5 mm.

Poniewaz wartos¢ sity obliczonej z réznicy koenergii
wyznaczanej w calej objetosci modelu F, ; mogta by¢
obarczona istotnym btedem numerycznym, dla zwigkszenia
doktadnosci wynikow ograniczono przestrzen catkowania,
eliminujac z obliczen te obszary modelu, w ktorych zmiany
koenergii wywolane przesunigciem zg¢ba uznano za nie-
istotne. Ograniczona przestrzen calkowania obejmowata
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objetos¢ szczeliny powietrznej §, przestrzenie migdzy zgba-
minr 1,213 ,stojana” oraz potowe ztobka wirnika, w kto-
rym potozony jest pret nr 1. Tak wyznaczona sitg oznaczo-

no F,, ,. Wyznaczone wartoSci sit przedstawiono w tabeli 1.
Tabela 1
Wyniki obliczen sit zgbowych
Table 1
Results of tooth forces calculations
Kontur A B
Obliczenia MES
Fuq N | 2235 | 18,25
Fup N | 118,46 | 120,70
Fuc N 99,54 80,78
FrggtFoptFye N | 195,65 | 183,23
Obliczenia analityczne

Fy N | 2014
Fos N | 186,22
Fo N | 1772
Foo N | 1651

Dalsze obliczenia sit dziatajacych na zwore wykonano
catkujac sktadowe napr¢zen wyznaczonych wedlug (5)
i (6). Naprezenia po stronie zelaza pominigto. W celu uzy-
skania warto$ci sktadowej poziome;j sity F, dziatajacej na
zab na odcinkach [, [, (rys. 3) calkowano tylko wyrazenie
(6), a na odcinku /, — tylko wyrazenie (5). Catkowita silg
pozioma F dziatajaca na zab obliczono ze wzoru

Fy = [ pydl+ | pedl+ | p,dl =
la Ib le (7)

= Fyjg +Fyp + Fyc

Odcinki / , [, I . ulokowano w odleglosci 1,66%3 (kontur
A) oraz 5x1,66%0 (kontur B) od powierzchni zgba (rys. 3).

— koniur A

kontur zeba nr 2

0.072 0016

x ()

-0.5
o.0o08 6.0z0

Rys. 4. Naprezenia styczne na odcinku /, konturow A i B

Fig. 4. Tangent stresses on /, section of the contours A and B

Na rysunku 4 pokazano rozktad wartosci wyrazenia (5)
dla odcinka /, konturéw A i B uzyskany z obliczen MES.
Widaé wyraznie, ze niezerowe wartosci wyrazenie to 0sia-
ga jedynie na wysoko$ci narozy zgbow stojana i wirnika.
W tych miejscach wzrost jest bardzo gwattowny. Podobnie
jak wyrazenie (5) zachowuje si¢ wyrazenie (6) na odcin-
kach/ 1 (rys.5). Osiaga ono niezerowe wartosci praktycz-
nie tylko w obszarze ostatniego 1,5 mm wysokosci ztobka,
czyli w obszarze przylegajacym do szczeliny .

Pu (MP)

—0.71 3

kontur A
ffffff kontur B

.00t

0.0G4
a ()

—0.2
c.c00

Rys. 5. Naprezenia normalne na odcinku /, konturéow A i B

Fig. 5. Tangent stresses on /, section of the contours A and B

Wszystkie przedstawione dotad obliczenia dotyczace
zwory wykonano, zaktadajac brak pomigdzy zworami ampe-
rozwojow reprezentujacych boki uzwojen stojana sasiaduja-
ce z rozpatrywanym zgbem (zwora).

Tabela 2
Wyniki obliczen sit zgbowych

Table 2
Results of tooth forces calculations

I Iy I, Fuq Fup Fc Fy
A A A N N N N
180 0 0 —20,97 | -7,04 35,20 | 7,19
180 | -180 0 0 0 5,60 | 5,60

0 0| 360 19,9 7,40 21,24 | 6,06
180 0| 360 0 0 5,61 | 5,61
180 | —180 | 360 18,88 7,73 -18,53 | 8,08

Wplyw obecnosci tych amperozwojow pozwala ocenic
tabela 2. Przedstawia ona wyniki obliczen MES sit dziataja-
cych na boki /, I,, I zgba stojana nr 2 przy braku pradow
w pretach klatki wirnika (1, = I, = 0), a niezerowych pra-
dach pozostatych (1, I, ,1, ). Prady i I, zostaty tak dobrane,
aby odpowiadaty amperozwojom ztobka przy przeplywie
pradu rownego dwukrotnemu pradowi znamionowemu.
Uzyskiwane warto$ci sumarycznej sity ponderomotorycznej
dziatajacej na zab nr 2 stojana (F,,=F; +F ,+F ;) stanowia
nie wigcej niz 5% sit pochodzacych od pradéow w pretach
wirnika (tab. 1) i, jak wynika z doswiadczen autorow, sa na
granicy btedow numerycznych modelu. To uprawnia do za-
niedbanie wptywu pradow stojana na sity ponderomotorycz-
ne dziatajace na z¢by stojana.

4. WNIOSKI

1. Sktadowa natezenia pola styczna do powierzchni
granicznej w rejonie naroza wystepuje zarOwno w przy-
padku naroza punktowego jak i stgpionego, przy czym
poza tukiem i Scigciem ta sktadowa natezenia szybko,
monotonicznie maleje. Wraz z obnizaniem przenikalno-
Sci zelaza szybkosc¢ zaniku sktadowej stycznej nat¢zenia
maleje.

2. Udziat sity pochodzacej od przyszczelinowej powierzchni
zgba jest niewielki w porownaniu z sitami pochodzacy-
mi ze skosu i powierzchni przyztobkowej. Udziat ten,
jak wynika z obliczen, wzrasta wraz z nasycaniem zg¢ba.
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3. Poniewaz sity dziatajace na powierzchnie przyztobko-
we po obu stronach tego samego zgba maja przeciwne
kierunki i udziat sit pochodzacych od powierzchni
przyszczelinowe] moze wzrasta¢. Wskazuja na to
wstepne obliczenia, wymagajace jednakze dalszych sy-
mulacji.

4. Podsumujac: mozna stwierdzi¢, ze wzrost nat¢zenia
pola w poblizu narozy z¢béw powoduje nasycanie zg-
béw w tych rejonach i wzrost sktadowej natgzenia
stycznej do powierzchni granicznej (,,rozchodzenie”
sktadowej stycznej z bezposredniego sasiedztwa naroza
wzdtuz powierzchni granicznej). Powoduje to zwigk-
szenie roli przyszczelinowej powierzchni zgba w proce-
sie wytwarzania momentu, poniewaz rownoczesnie ma-
leje udziat sit pochodzacych od powierzchni przyztob-
kowych.
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