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FUNKCJE ZMIENNYCH LOSOWYCH
– MO¯LIWOŒCI REDUKCJI MODELI STOCHASTYCZNYCH.
CZÊŒÆ I

1. Wprowadzenie

Metoda symulacji stochastycznej wykorzystywana jest do komputerowego modelowa-
nia dowolnych procesów (fizycznych, ekonomicznych, technologicznych itp.) lub ich frag-
mentów, których cech¹ charakterystyczn¹ jest wystêpowanie w ich opisie co najmniej jed-
nej zmiennej losowej.

Metodê po raz pierwszy zastosowano w trakcie badañ w ramach projektu Manhattan,
maj¹cych na celu budowê amerykañskiej bomby atomowej. Opracowany wówczas model
stochastyczny dotyczy³ analizy propagacji neutronów w reaktorze j¹drowym. Opracowali
go wspólnie John von Neumann oraz polski matematyk Adam Ulman.

Metoda symulacji stochastycznej jest wykorzystywana z powodzeniem tak¿e wspó³czeœ-
nie. Mo¿liwoœci tworzenia z³o¿onych modeli stochastycznych, ich zapis w postaci progra-
mu komputerowego w jêzyku zorientowanym na rozwi¹zywanie tego typu zagadnieñ,
a tak¿e wci¹¿ szybsze komputery – to wszystko decyduje o czêstym wyborze symulacji sto-
chastycznej jako metody rozwi¹zywania zagadnieñ opisywanych modelami o charakterze
niezdeterminowanym.

Bior¹c pod uwagê charakter procesów górniczych, a tak¿e udzia³ wielu czynników nie-
zdeterminowanych w ich przebiegu, jest uzasadnione stosowanie tej metody tak¿e w górni-
ctwie. W pracy [11] opisano model stochastyczny procesu produkcyjnego realizowanego
w przodku œcianowym kopalni wêgla kamiennego. Wystêpuj¹ce w modelu zmienne losowe
s¹ charakteryzowane odpowiednimi funkcjami gêstoœci prawdopodobieñstwa.

Niejednokrotnie wystêpuj¹ce zale¿noœci funkcyjne miêdzy zmiennymi losowymi
mog¹ byæ zast¹pione jedn¹ funkcj¹ gêstoœci prawdopodobieñstwa (tzw. rozk³adem wyniko-
wym), co powoduje, i¿ opracowany model stochastyczny analizowanego procesu ulega
uproszczeniu.
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W dalszej czêœci artyku³u przedstawiono funkcje zmiennych losowych, których wyko-
rzystanie umo¿liwia uzyskanie rozk³adów wynikowych, wœród których znalaz³ siê rozk³ad
beta, chi-kwadrat, Cauchy’ego, F-Snedecora, gamma oraz jednostajny. Charakterystyka
ka¿dego rozk³adu wynikowego zawiera wzór funkcji gêstoœci prawdopodobieñstwa, przyk³a-
dowy wykres rozk³adu, a tak¿e przyk³ady zmiennych losowych opisywanych danym roz-
k³adem. Niektóre rozk³ady s¹ wykorzystywane przede wszystkim w statystyce matematycz-
nej (np. rozk³ad chi-kwadrat, F-Snedecora). Rozk³ady te mog¹ byæ jednak stosowane
w procesie redukcji modeli stochastycznych, jeœli w modelach tych wystêpuj¹ funkcje
zmiennych losowych opisane w pracy.

2. Rozk³ady wynikowe, funkcje zmiennych losowych

2.1. Rozk³ad wynikowy beta

Funkcja gêstoœci prawdopodobieñstwa rozk³adu beta jest okreœlona wzorem

f x B p q
x x x

x x

p q

( ) ( , )
( – )– –

�
� �

�

�
�

�
�

1
11 1 dla 0 1

0 dla < 0 i >1

(1)

gdzie

B p q
p q

p q
( , )

( ) ( )

( )
�

	

	


 




(2)

76

Rys. 1. Przyk³adowy wykres rozk³adu beta
�ród³o: opracowanie w³asne



Jeœli zakres zmiennej losowej obejmuje inny przedzia³ ni¿ (0, 1), na przyk³ad (a, b) ze
zbioru liczb rzeczywistych dodatnich, wówczas uogólniony rozk³ad beta ma nastêpuj¹c¹
funkcjê gêstoœci prawdopodobieñstwa
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W zale¿noœci od wartoœci parametrów, a tak¿e ich wzajemnych relacji, rozk³ad beta
mo¿e przyjmowaæ zró¿nicowan¹ postaæ graficzn¹ (rys. 1).

Przyk³ady zmiennych losowych o rozk³adzie beta

W teorii niezawodnoœci, rozk³adem beta jest modelowany czas znajdowania siê obiek-
tu w stanie zdatnoœci, czas naprawy obiektu, a tak¿e czas diagnozy obiektu.

W modelach stochastycznych procesów górniczych rozk³ad beta mo¿e byæ wykorzysty-
wany w modelowaniu czasów realizacji czynnoœci i operacji cyklu produkcyjnego, realizo-
wanego w przodku œcianowym kopalñ wêgla kamiennego [10, 12, 13].

Funkcje zmiennych losowych, których rozk³adem wynikowym jest rozk³ad beta [4, 5]

— Jeœli X1, X2 s¹ niezale¿nymi zmiennymi losowymi o rozk³adzie gamma z parametrami
odpowiednio �, �1 oraz �, �2, to zmienna losowa
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ma rozk³ad beta dla 0 � z � 1 z parametrami p = �1, q = �2.
— Jeœli F jest zmienn¹ losow¹ o rozk³adzie F-Snedecora z parametrami (stopniami swo-

body) k1 oraz k2, to zmienna losowa
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ma rozk³ad beta dla 0 � x � 1 z parametrami p =
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— Jeœli F jest zmienn¹ losow¹ o rozk³adzie F-Snedecora z parametrami (stopniami swo-
body) k1 oraz k2, to zmienna losowa
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ma rozk³ad beta dla 0 � y � 1 z parametrami p =
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— Jeœli X, Y s¹ niezale¿nymi zmiennymi losowymi o rozk³adach chi-kwadrat z parame-
trami (stopniami swobody) odpowiednio 2b oraz 2a, to zmienna losowa
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ma rozk³ad beta dla 0 � z � 1 z parametrami p = a, q = b.

Jeœli zmienna losowa X ma rozk³ad beta z parametrami (p, q), to zmienna losowa
Y = 1–X ma rozk³ad beta z parametrami (q, p).

2.2. Rozk³ad wynikowy chi-kwadrat (�2)

Rozk³ad chi-kwadrat (rys. 2) po raz pierwszy zosta³ zastosowany w 1876 roku przez
niemieckiego geodetê i geofizyka Roberta Helmerta (1843–1917). W 1900 roku zosta³ roz-
powszechniony przez K. Pearsona (wprowadzi³ symbol �2 – wyk³adnik ma jedynie wskazaæ,
¿e pochodzi z sumy kwadratów).

Funkcja gêstoœci prawdopodobieñstwa rozk³adu chi-kwadrat (�2) jest okreœlona
wzorem
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gdzie n – liczba stopni swobody (termin wprowadzony przez Ronalda Fishera).
Kszta³t funkcji gêstoœci prawdopodobieñstwa rozk³adu chi-kwadrat zale¿y od liczby

stopni swobody n. Jeœli n � 2, to funkcja gêstoœci jest funkcj¹ malej¹c¹ (dla x > 0), nato-
miast w przypadku, gdy n > 2, funkcja ma jedno maksimum w punkcie (n–2).
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Rys. 2. Przyk³adowy wykres rozk³adu chi-kwardat
�ród³o: opracowanie w³asne



Gdy liczba stopni swobody jest wiêksza od 30, wówczas rozk³ad normalny daje do-
statecznie dobre przybli¿enie rozk³adu chi-kwadrat.

Przyk³ady zmiennych losowych o rozk³adzie chi-kwadrat

Rozk³ad chi-kwadrat ma zastosowanie przede wszystkim w statystyce matematycznej.
Autor nie znalaz³ w literaturze przyk³adu zastosowania rozk³adu chi-kwadrat jako stochas-
tycznego modelu procesu rzeczywistego lub jego fragmentu. W przypadku jednak, gdy
w modelowanym procesie mamy do czynienia z sum¹ niezale¿nych zmiennych losowych
o rozk³adzie normalnym standaryzowanym, wówczas charakterystyk¹ wynikow¹ takiej sumy
jest zmienna losowa o rozk³adzie chi-kwadrat.

Funkcje zmiennych losowych, których rozk³adem wynikowym
jest rozk³ad chi-kwadrat [1, 4]

— Jeœli zmienne losowe X1, X2, ..., Xn s¹ niezale¿ne i maj¹ rozk³ad normalny N(0,1), to
zmienna
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ma rozk³ad chi-kwadrat �2 (w funkcji gêstoœci prawdopodobieñstwa symbol �2

zast¹piono przez x).
— W przypadku ogólnym, jeœli zmienne losowe X1, X2, ..., Xn nie maj¹ rozk³adu N(0,1),

lecz N(�i, �i) dla i = 1, 2, ..., n, to zmienna �2 jest obliczana wed³ug wzoru
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gdzie:

�1, �2, ..., �n — wartoœci oczekiwane zmiennych losowych X1, X2, …, Xn,

�1, �2, ..., �n — odchylenia standardowe zmiennych losowych X1, X2, …, Xn.

Zmienna �2 przedstawiona powy¿szym wzorem podlega rozk³adowi chi-kwadrat (�2)
z parametrem n (w funkcji gêstoœci prawdopodobieñstwa symbol �2 zast¹piono przez x).

2.3. Rozk³ad wynikowy Cauchy’ego

Funkcja gêstoœci prawdopodobieñstwa rozk³adu Cauchy’ego (rys. 3) jest okreœlona
wzorem
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W szczególnym przypadku, jeœli � = 1 oraz � = 0, funkcja gêstoœci prawdopodo-
bieñstwa przyjmuje postaæ
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Rozk³ad Cauchy’ego jest szczególnym przypadkiem rozk³adu Studenta dla k = 1 stop-
ni swobody.

Przyk³ady zmiennych losowych o rozk³adzie Cauchy’ego

Autor nie znalaz³ w analizowanej literaturze zastosowania rozk³adu Cauchy’ego jako
modelu stochastycznego procesu rzeczywistego lub jego fragmentu. Nie wyklucza to jed-
nak mo¿liwoœci otrzymania charakterystyki zgodnej z tym rozk³adem, choæby w przypadku
zmiennej losowej, która jest ilorazem dwóch innych o rozk³adach normalnych standaryzo-
wanych.

Funkcje zmiennych losowych, których rozk³adem wynikowym
jest rozk³ad Cauchy’ego [5, 6]

— Jeœli N1 oraz N2 s¹ niezale¿nymi zmiennymi losowymi o rozk³adach normalnych stan-
daryzowanych N(0,1), to zmienna losowa Y bêd¹ca ilorazem tych zmiennych
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ma rozk³ad Cauchy’ego dla parametrów � = 1, � = 0.
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Rys. 3. Przyk³adowy wykres rozk³adu Cauchy’ego
�ród³o: opracowanie w³asne



— Jeœli Y jest zmienn¹ losow¹ o rozk³adzie jednostajnym w przedziale (0,1), to zmienna
X równa

X Y� tg ( )� (14)

ma rozk³ad Cauchy’ego z parametrami � = 1, � = 0.

2.4. Rozk³ad wynikowy F-Snedecora

Rozk³ad odkryty zosta³ przez Ronalda A. Fishera w roku 1924 (okreœlany jest tak¿e
jako rozk³ad Snedecora, rozk³ad F Snedecora–Fishera, rozk³ad F-Fishera).

Funkcja gêstoœci prawdopodobieñstwa rozk³adu F-Snedecora (rys. 4) jest okreœlona
wzorem
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Funkcja gêstoœci prawdopodobieñstwa wyj¹tkowo nie jest oznaczona jako f(x), tylko
jako h(f), ze wzglêdu na tradycje oznaczania zmiennej rozk³adu F-Snedecora du¿¹ liter¹ F.
Funkcja h(f) nazywa siê niekiedy funkcj¹ Fishera–Snedecora.
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Rys. 4. Przyk³adowy wykres rozk³adu F-Snedecora
�ród³o: opracowanie w³asne



Przyk³ady zmiennych losowych o rozk³adzie F-Snedecora

Autor nie znalaz³ przyk³adu procesu rzeczywistego lub jego fragmentu, który w pro-
cesie symulacji stochastycznej modelowany by³by rozk³adem F-Snedecora. Mo¿na jednak
zauwa¿yæ, ¿e rozk³ad ten mo¿e byæ charakterystyk¹ zmiennej losowej bêd¹cej kwadratem
innej zmiennej losowej o rozk³adzie t-Studenta. Pozosta³e mo¿liwoœci wykorzystania roz-
k³adu F-Snedecora, jako funkcji zmiennych losowych, zamieszczono poni¿ej.

Funkcje zmiennych losowych, których rozk³adem wynikowym
jest rozk³ad F-Snedecora [2, 4, 5, 7]

— Jeœli U jest niezale¿n¹ zmienn¹ losow¹ o rozk³adzie �2 (chi-kwadrat) i k1 stopniach
swobody, V jest niezale¿n¹ zmienn¹ losow¹ o rozk³adzie �2 i k2 stopniach swobody, to
zmienna losowa F okreœlona wzorem
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ma rozk³ad F-Snedecora o parze (k1, k2) stopni swobody.
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ma rozk³ad F-Snedecora z parametrami (stopniami swobody) równymi:

k1 = n – 1, k2 = m – 1.

— Jeœli T jest zmienn¹ losow¹ o rozk³adzie t-Studenta z parametrem (liczb¹ stopni
swobody) równym k, to zmienna losowa F = t 2 ma rozk³ad F-Snedecora z parametrami
k1 = 1 oraz k2 = k.

— Jeœli F jest zmienn¹ losow¹ o rozk³adzie F-Snedecora ze stopniami swobody (k1, k2),
to zmienna losowa
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ma rozk³ad F-Snedecora ze stopniami swobody (k2, k1).
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2.5. Rozk³ad wynikowy gamma

Funkcja gêstoœci prawdopodobieñstwa rozk³adu gamma (nazywanego tak¿e rozk³adem
Pearsona III typu) (rys. 5) jest nastêpuj¹ca:
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Jeœli n nale¿y do zbioru liczb naturalnych, to
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Przyk³ady zmiennych losowych o rozk³adzie gamma

Zmienna losowa o rozk³adzie gamma jest czêsto wykorzystywana do modelowania
procesów rzeczywistych lub ich fragmentów. Modele stochastyczne budowane z wykorzy-
staniem tej zmiennej dotycz¹ procesów lub zjawisk z zakresu techniki, w szczególnoœci
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Rys. 5. Przyk³adowy wykres rozk³adu gamma
�ród³o: opracowanie w³asne



zagadnieñ niezawodnoœci maszyn i urz¹dzeñ. Zjawiska spotykane w przyrodzie mog¹ tak¿e
byæ z powodzeniem modelowane za pomoc¹ rozk³adu gamma, o czym œwiadcz¹ zamiesz-
czone poni¿ej przyk³ady.

Zmienne losowe (lub procesy), w których modelowaniu jest wykorzystywany rozk³ad
gamma, to:

— trwa³oœæ produktów;
— czas pracy urz¹dzenia miêdzy awariami;
— sumaryczny czas pracy urz¹dzenia, gdy¿ suma zmiennych losowych o rozk³adach gam-

ma ma – przy pewnych warunkach – równie¿ rozk³ad gamma (o innych parametrach);
— modelowanie maksymalnego przep³ywu w rzece [8];
— granica plastycznoœci elementów ¿elbetowych;
— poziom miesiêcznych opadów atmosferycznych [14];
— czas up³ywaj¹cy do chwili przyjazdu okreœlonej liczby pojazdów.

Funkcje zmiennych losowych, których rozk³adem wynikowym
jest rozk³ad gamma [2]

— Jeœli X1, X2, ..., Xn s¹ niezale¿nymi zmiennymi losowymi o jednakowym standaryzo-
wanym rozk³adzie normalnym N(0,1), to zmienna losowa
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ma rozk³ad gamma o parametrach � �
n

2
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2
.

— Jeœli X1, X2, ..., Xn s¹ niezale¿nymi zmiennymi losowymi o rozk³adach gamma z pa-

rametrami odpowiednio �1, �; �2, �� ...; �n, �, to zmienna losowa

X1 + X2 + ... + Xn (25)

ma rozk³ad gamma o parametrach �1 + �2 + ... + �n, �.

2.6. Rozk³ad wynikowy jednostajny

Rozk³ad jednostajny (rys. 6) wystêpuje w literaturze tak¿e jako rozk³ad równomierny
lub prostok¹tny.

Funkcja gêstoœci prawdopodobieñstwa rozk³adu jednostajnego okreœlona jest wzorem
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Przyk³ady zmiennych losowych o rozk³adzie jednostajnym

Cech¹ charakterystyczn¹ rozk³adu jednostajnego jest to, ¿e prawdopodobieñstwo przy-
jêcia przez zmienn¹ losow¹ X wartoœci z dowolnego przedzia³u zale¿y jedynie od d³ugoœci
tego przedzia³u. W modelach stochastycznych rozk³ad jednostajny jest wykorzystywany
przede wszystkim w celu generowania liczb losowych o innych, bardziej skomplikowanych
rozk³adach. Przyk³ady zamieszczone poni¿ej, z którymi spotka³ siê autor, œwiadcz¹ o mo¿-
liwoœciach wykorzystania zmiennych losowych maj¹cych rozk³ad jednostajny w modelach
stochastycznych procesów techniczno-technologicznych.

Poni¿ej wymieniono przyk³ady zmiennych losowych o rozk³adzie jednostajnym:
— zmienn¹ losow¹ o rozk³adzie jednostajnym w przedziale do 0 do 360 stopni mo¿e byæ

kierunek, z którego do projektowanej konstrukcji mog¹ siê zbli¿aæ fale uderzeniowe
trzêsienia ziemi;

— œrednica wa³ka wybranego losowo spoœród wa³ków toczonych przy u¿yciu jednego
no¿a, którego zu¿ycie jest proporcjonalne do liczby wytoczonych wa³ków;

— ró¿nica faz drgañ dwóch Ÿróde³ napiêcia sinusoidalnego w³¹czanych niezale¿nie;
— b³¹d zaokr¹glenia liczby uzyskanej z pomiaru lub z obliczeñ.

Funkcje zmiennych losowych, których rozk³adem wynikowym
jest rozk³ad jednostajny [9]

Jeœli zmienna losowa ma rozk³ad jednostajny w przedziale x1, x2, to zmienna losowa

Y = aX + b (27)

dla a ! 0 ma rozk³ad jednostajny w przedziale

y1 = ax1 + b, y2 = ax2 + b.
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Rys. 6. Przyk³adowy wykres rozk³adu jednostajnego
�ród³o: opracowanie w³asne



3. Wnioski koñcowe

Wykorzystanie zamieszczonych w niniejszej pracy funkcji zmiennych losowych mo¿e
uproœciæ tworzony model stochastyczny procesu rzeczywistego.

W ten sposób przeprowadzona redukcja modelu ma korzystny wp³yw na dalsze etapy
jego wykorzystania, a wiêc upraszcza zapis w postaci programu komputerowego i skraca
sam proces symulacji stochastycznej.

W czêœci drugiej pracy zaprezentowane zostan¹ pozosta³e, wybrane funkcje zmien-
nych losowych.
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