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FUNKCJE ZMIENNYCH LOSOWYCH
— MOZLIWOSCI REDUKCJI MODELI STOCHASTYCZNYCH.
CZESC |

1. Wprowadzenie

Metoda symulacji stochastycznej wykorzystywana jest do komputerowego modelowa-
nia dowolnych procesow (fizycznych, ekonomicznych, technologicznych itp.) lub ich frag-
mentow, ktorych cecha charakterystyczna jest wystgpowanie w ich opisie co najmniej jed-
nej zmiennej losowe;j.

Metodg po raz pierwszy zastosowano w trakcie badan w ramach projektu Manhattan,
majacych na celu budowg amerykanskiej bomby atomowej. Opracowany wowczas model
stochastyczny dotyczyt analizy propagacji neutrondw w reaktorze jadrowym. Opracowali
go wspolnie John von Neumann oraz polski matematyk Adam Ulman.

Metoda symulacji stochastycznej jest wykorzystywana z powodzeniem takze wspotczes-
nie. Mozliwosci tworzenia ztozonych modeli stochastycznych, ich zapis w postaci progra-
mu komputerowego w jezyku zorientowanym na rozwiazywanie tego typu zagadnien,
a takze wciaz szybsze komputery — to wszystko decyduje o czgstym wyborze symulacji sto-
chastycznej jako metody rozwiazywania zagadnien opisywanych modelami o charakterze
niezdeterminowanym.

Biorac pod uwage charakter procesow gorniczych, a takze udziat wielu czynnikow nie-
zdeterminowanych w ich przebiegu, jest uzasadnione stosowanie tej metody takze w gorni-
ctwie. W pracy [11] opisano model stochastyczny procesu produkcyjnego realizowanego
w przodku $cianowym kopalni wegla kamiennego. Wystgpujace w modelu zmienne losowe
sa charakteryzowane odpowiednimi funkcjami ggsto$ci prawdopodobienstwa.

Niejednokrotnie wystgpujace zaleznos$ci funkcyjne migdzy zmiennymi losowymi
moga by¢ zastapione jedna funkcja gestosci prawdopodobienstwa (tzw. rozkladem wyniko-
wym), co powoduje, iz opracowany model stochastyczny analizowanego procesu ulega
uproszczeniu.
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W dalszej czgsci artykutu przedstawiono funkcje zmiennych losowych, ktérych wyko-
rzystanie umozliwia uzyskanie rozkladow wynikowych, wsroéd ktorych znalazt si¢ rozktad
beta, chi-kwadrat, Cauchy’ego, F-Snedecora, gamma oraz jednostajny. Charakterystyka
kazdego rozktadu wynikowego zawiera wzor funkcji gestosci prawdopodobienstwa, przykta-
dowy wykres rozktadu, a takze przyktady zmiennych losowych opisywanych danym roz-
ktadem. Niektore rozktady sa wykorzystywane przede wszystkim w statystyce matematycz-
nej (np. rozktad chi-kwadrat, F-Snedecora). Rozklady te moga by¢ jednak stosowane
w procesie redukcji modeli stochastycznych, jesli w modelach tych wystepuja funkcje
zmiennych losowych opisane w pracy.

2. Rozklady wynikowe, funkcje zmiennych losowych

2.1. Rozklad wynikowy beta

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu beta jest okreslona wzorem

Lo dla 0<x<1
f(x)=1 B(p,q) (1)
0 dla x<0ix>1
gdzie
I'(p)+T(q)
B(p,q)=—t2""1/ 2
(p.q) Fpta) (2)

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu beta
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Rys. 1. Przyktadowy wykres rozktadu beta
Zrédto: opracowanie whasne
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Jesli zakres zmiennej losowej obejmuje inny przedziat niz (0, 1), na przyktad (a, b) ze
zbioru liczb rzeczywistych dodatnich, wowczas uogdlniony rozktad beta ma nastgpujaca
funkcje gestosci prawdopodobienstwa

-1 -1
L _(-a)f (b;’l‘)q dla a<x<b
fx)=1Bp.q)  (b-a)™ 3

0 dla x<aix>b

W zaleznosci od warto$ci parametrow, a takze ich wzajemnych relacji, rozktad beta
moze przyjmowac zroéznicowang postac graficzng (rys. 1).

Przyklady zmiennych losowych o rozkladzie beta

W teorii niezawodnosci, rozktadem beta jest modelowany czas znajdowania si¢ obiek-
tu w stanie zdatnosci, czas naprawy obiektu, a takze czas diagnozy obiektu.

W modelach stochastycznych procesow gorniczych rozktad beta moze by¢ wykorzysty-
wany w modelowaniu czaséw realizacji czynnoSci i operacji cyklu produkcyjnego, realizo-
wanego w przodku $cianowym kopaln wegla kamiennego [10, 12, 13].

Funkcje zmiennych losowych, ktérych rozkladem wynikowym jest rozklad beta [4, 5]

— Jesli Xj, X3 sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie gamma z parametrami
odpowiednio A, o oraz A, o, to zmienna losowa

Xy

I=—— 4
X, +X, @

ma rozktad beta dla 0 <z <1 z parametrami p = o, ¢ = a.
— Jesli F jest zmienna losowa o rozktadzie F-Snedecora z parametrami (stopniami swo-
body) k| oraz k», to zmienna losowa

x=— 1 5)

l+k—1F
k,

ma rozktad beta dla 0 <x < | z parametrami p = % ko, q = % k.

— Jesli F jest zmienna losowa o rozktadzie F-Snedecora z parametrami (stopniami swo-
body) k| oraz k;, to zmienna losowa

ky

Y=——— 6
ky+ Ik F ©

ma rozktad beta dla 0 <y < 1 z parametrami p = % ki, q= % k.

71



— Jesli X, Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach chi-kwadrat z parame-
trami (stopniami swobody) odpowiednio 26 oraz 2a, to zmienna losowa

Y
X+Y

(7

ma rozktad betadla 0 <z <1 zparametramip =a, g = b.
Jesli zmienna losowa X ma rozklad beta z parametrami (p, ¢), to zmienna losowa
Y= 1-X ma rozktad beta z parametrami (g, p).

2.2. Rozklad wynikowy chi-kwadrat (1)

Rozktad chi-kwadrat (rys. 2) po raz pierwszy zostal zastosowany w 1876 roku przez
niemieckiego geodetg i geofizyka Roberta Helmerta (1843—1917). W 1900 roku zostat roz-
powszechniony przez K. Pearsona (wprowadzit symbol y? — wyktadnik ma jedynie wskaza¢,
ze pochodzi z sumy kwadratow).

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu chi-kwadrat
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Rys. 2. Przyktadowy wykres rozktadu chi-kwardat

Zrédto: opracowanie whasne

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu chi-kwadrat (x2) jest okreslona
wzorem

! x571e73 dla x>0

ks
S@)=12 F(zj ®)
0 dla x<0

gdzie n — liczba stopni swobody (termin wprowadzony przez Ronalda Fishera).

Ksztalt funkcji ggstosci prawdopodobienstwa rozktadu chi-kwadrat zalezy od liczby
stopni swobody 7. Jesli n < 2, to funkcja gestosci jest funkcja malejaca (dla x > 0), nato-
miast w przypadku, gdy n > 2, funkcja ma jedno maksimum w punkcie (n-2).
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Gdy liczba stopni swobody jest wigksza od 30, wowczas rozkltad normalny daje do-
statecznie dobre przyblizenie rozktadu chi-kwadrat.

Przyklady zmiennych losowych o rozkladzie chi-kwadrat

Rozktad chi-kwadrat ma zastosowanie przede wszystkim w statystyce matematycznej.
Autor nie znalazt w literaturze przyktadu zastosowania rozktadu chi-kwadrat jako stochas-
tycznego modelu procesu rzeczywistego lub jego fragmentu. W przypadku jednak, gdy
w modelowanym procesie mamy do czynienia z suma niezaleznych zmiennych losowych
o rozktadzie normalnym standaryzowanym, wowczas charakterystyka wynikowa takiej sumy
jest zmienna losowa o rozktadzie chi-kwadrat.

Funkcje zmiennych losowych, ktérych rozkladem wynikowym
jest rozklad chi-kwadrat [1, 4]

— Jesli zmienne losowe X, X3, ..., X, sa niezalezne i maja rozktad normalny N(0,1), to
zmienna

=2 X ©)

ma rozklad chi-kwadrat y? (w funkcji gestosci prawdopodobienstwa symbol y2
zastapiono przez x).

— W przypadku ogdlnym, jesli zmienne losowe Xj, X3, ..., X, nie maja rozktadu N(0,1),
lecz M(w;, §;)dlai=1, 2, ..., n, to zmienna x2 jest obliczana wedlug wzoru

2 2 2
2 X — Ky Xo—Ho Xp—Hy

= + o+ 1 10

* [ 8, j ( 8, J ( 5, j (10

W, W2, ..., by — wartosci oczekiwane zmiennych losowych X1, X3, ..., X,
31, 89, ..., 8, — odchylenia standardowe zmiennych losowych Xi, X5, ..., X,

gdzie:

Zmienna y> przedstawiona powyzszym wzorem podlega rozktadowi chi-kwadrat (y?)
z parametrem 7 (w funkcji gestosci prawdopodobienstwa symbol 2 zastapiono przez x).
2.3. Rozklad wynikowy Cauchy’ego

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu Cauchy’ego (rys. 3) jest okreslona
wzorem

1 A
f@)= 5 (11)
T+ (x—p)
gdzie:
A — parametr skali,
u — parametr przesunigcia.

79



Funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu Cauchy’ego
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Rys. 3. Przyktadowy wykres rozktadu Cauchy’ego
Zrodto: opracowanie whasne

W szczegolnym przypadku, jesli A = 1 oraz p = 0, funkcja ggstosci prawdopodo-
bienstwa przyjmuje postac

=1

1+ x2

(12)

Rozktad Cauchy’ego jest szczegdlnym przypadkiem rozktadu Studenta dla & = 1 stop-
ni swobody.

Przyklady zmiennych losowych o rozkladzie Cauchy’ego

Autor nie znalazt w analizowanej literaturze zastosowania rozktadu Cauchy’ego jako
modelu stochastycznego procesu rzeczywistego lub jego fragmentu. Nie wyklucza to jed-
nak mozliwosci otrzymania charakterystyki zgodnej z tym rozktadem, cho¢by w przypadku
zmiennej losowej, ktora jest ilorazem dwoch innych o rozktadach normalnych standaryzo-
wanych.

Funkcje zmiennych losowych, ktérych rozkladem wynikowym
jest rozklad Cauchy’ego [5, 6]

— Jesli N; oraz N, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach normalnych stan-
daryzowanych N(0,1), to zmienna losowa Y bedaca ilorazem tych zmiennych

_M

Y =
N2

(13)

ma rozktad Cauchy’ego dla parametrow A =1, p=0.
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X réwna

Jesli Y jest zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym w przedziale (0,1), to zmienna

X =tg(nY) (14)

ma rozktad Cauchy’ego z parametrami A = 1, u=0.

2.4. Rozklad wynikowy F-Snedecora

Rozktad odkryty zostal przez Ronalda A. Fishera w roku 1924 (okreslany jest takze
jako rozktad Snedecora, rozktad F' Snedecora—Fishera, rozktad F-Fishera).
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Funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu F-Snedecora
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Rys. 4. Przyktadowy wykres rozktadu F-Snedecora

Zrédto: opracowanie wlasne

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu F-Snedecora (rys. 4) jest okreslona

wzorem

h(f)=

r

i

0

[kl + kzj n ky+ky
7 k-2 T
2[’“} f2[1+k1fJ dla f>0
ki Y k2 WKy k> (15)
2 2
dla £<0

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa wyjatkowo nie jest oznaczona jako f{x), tylko
jako A(f), ze wzgledu na tradycje oznaczania zmiennej rozktadu F-Snedecora duza literg F.
Funkcja A(f) nazywa si¢ niekiedy funkcja Fishera—Snedecora.
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Przyklady zmiennych losowych o rozkladzie F-Snedecora

Autor nie znalazt przyktadu procesu rzeczywistego lub jego fragmentu, ktdry w pro-

cesie symulacji stochastycznej modelowany bytby rozktadem F-Snedecora. Mozna jednak
zauwazy¢, ze rozktad ten moze by¢ charakterystyka zmiennej losowej bedacej kwadratem
innej zmiennej losowej o rozkladzie #-Studenta. Pozostale mozliwosci wykorzystania roz-
ktadu F-Snedecora, jako funkcji zmiennych losowych, zamieszczono ponizej.
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Funkcje zmiennych losowych, ktéorych rozkladem wynikowym

jest rozklad F-Snedecora [2, 4, 5, 7]

Jesli U jest niezalezna zmienna losowa o rozktadzie Xz (chi-kwadrat) i k; stopniach
swobody, V jest niezalezna zmienna losowa o rozktadzie x> i k» stopniach swobody, to
zmienna losowa F' okre$lona wzorem

Uk

Vi (16)

ma rozktad F-Snedecora o parze (ki, k») stopni swobody.
Jesli Xy, X, ..., X, oraz Y1, Y, ..., ¥}, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednako-
wym rozkladzie normalnym N(y, J), to zmienna losowa

LS Xy
F = lij 17)
=T
m—1.5
gdzie:
y:%Z X, (18)
i=1
o 1 m
T=o3y, (19)
i=1

ma rozktad F-Snedecora z parametrami (stopniami swobody) rownymi:
klzl’l—l, k2:m—1.

Jesli T jest zmienng losowa o rozkladzie #-Studenta z parametrem (liczba stopni
swobody) réwnym £, to zmienna losowa F = ¢ ma rozklad F-Snedecora z parametrami
ki=1orazk, =k.

Jesli F jest zmienng losowa o rozktadzie F-Snedecora ze stopniami swobody (&, k2),
to zmienna losowa

Z:f (20)

ma rozktad F-Snedecora ze stopniami swobody (ka, k1).



2.5. Rozklad wynikowy gamma

Funkcja ggstosci prawdopodobienstwa rozktadu gamma (nazywanego takze rozktadem
Pearsona III typu) (rys. 5) jest nastgpujaca:

o
» “lo™™ dla x>0

X
fx)=1T(a) 1)
0 dla x<0

gdzie I'(a) — funkcja gamma Eulera

T(a)=[t*e " dt (22)
0

Jesli n nalezy do zbioru liczb naturalnych, to

C(n)=(n—-1)! (23)

Funkcja ggstosci prawdopodobienstwa rozktadu gamma
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Rys. 5. Przyktadowy wykres rozktadu gamma

Zrodto: opracowanie wiasne

Przyklady zmiennych losowych o rozkladzie gamma

Zmienna losowa o rozkladzie gamma jest czgsto wykorzystywana do modelowania
proceséw rzeczywistych lub ich fragmentow. Modele stochastyczne budowane z wykorzy-
staniem tej zmiennej dotycza proceséw lub zjawisk z zakresu techniki, w szczegdlnosci
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zagadnien niezawodno$ci maszyn i urzadzen. Zjawiska spotykane w przyrodzie moga takze
by¢ z powodzeniem modelowane za pomoca rozktadu gamma, o czym §wiadcza zamiesz-
czone ponizej przyktady.

Zmienne losowe (lub procesy), w ktérych modelowaniu jest wykorzystywany rozktad

gamma, to:

2.6.

trwato$¢ produktow;

czas pracy urzadzenia migdzy awariami;

sumaryczny czas pracy urzadzenia, gdyz suma zmiennych losowych o rozktadach gam-
ma ma — przy pewnych warunkach — réwniez rozktad gamma (o innych parametrach);
modelowanie maksymalnego przeptywu w rzece [8];

granica plastyczno$ci elementow zelbetowych;

poziom miesigcznych opadow atmosferycznych [14];

czas uplywajacy do chwili przyjazdu okreslonej liczby pojazdow.

Funkcje zmiennych losowych, ktérych rozkladem wynikowym
jest rozklad gamma [2]

Jesli X1, Xa, ..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym standaryzo-
wanym rozktadzie normalnym N(0,1), to zmienna losowa

X+ X3+.+X] (24)

LYY
2

ma rozktad gamma o parametrach o = 5

Jesli X1, Xa, ..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach gamma z pa-
rametrami odpowiednio o.j, A; 0o, A; ...; O, A, to zmienna losowa

X1+ X+ ...+ X, (25)
ma rozktad gamma o parametrach o] + oz + ... + o, A.

Rozklad wynikowy jednostajny

Rozktad jednostajny (rys. 6) wystgpuje w literaturze takze jako rozktad rownomierny

lub prostokatny.
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Funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu jednostajnego okreslona jest wzorem

L dla a<x<b
fx)=4b-a (26)

0 dla x<a,x>b
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Rys. 6. Przyktadowy wykres rozktadu jednostajnego
Zrédto: opracowanie whasne

Przyklady zmiennych losowych o rozkladzie jednostajnym

Cechg charakterystyczna rozktadu jednostajnego jest to, ze prawdopodobienstwo przy-

jecia przez zmienna losowa X wartosci z dowolnego przedzialu zalezy jedynie od dtugosci
tego przedzialu. W modelach stochastycznych rozktad jednostajny jest wykorzystywany
przede wszystkim w celu generowania liczb losowych o innych, bardziej skomplikowanych
rozktadach. Przyklady zamieszczone ponizej, z ktorymi spotkat si¢ autor, Swiadcza o moz-
liwosciach wykorzystania zmiennych losowych majacych rozklad jednostajny w modelach
stochastycznych proceséw techniczno-technologicznych.

Ponizej wymieniono przyktady zmiennych losowych o rozktadzie jednostajnym:
zmienng losowa o rozktadzie jednostajnym w przedziale do 0 do 360 stopni moze by¢
kierunek, z ktorego do projektowanej konstrukcji moga si¢ zbliza¢ fale uderzeniowe
trzgsienia ziemi;

srednica watka wybranego losowo sposréd watkow toczonych przy uzyciu jednego
noza, ktorego zuzycie jest proporcjonalne do liczby wytoczonych watkow;

roznica faz drgan dwoch zrodet napigeia sinusoidalnego wlaczanych niezaleznie;

btad zaokraglenia liczby uzyskanej z pomiaru lub z obliczen.

Funkcje zmiennych losowych, ktorych rozkladem wynikowym
jest rozklad jednostajny [9]

Jesli zmienna losowa ma rozktad jednostajny w przedziale x1, x>, to zmienna losowa

Y=aX+b 27)

dla a # 0 ma rozklad jednostajny w przedziale

yvi=ax;tb, y=ax,+b.
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3. Wnhnioski koncowe

Wykorzystanie zamieszczonych w niniejszej pracy funkcji zmiennych losowych moze

uprosci¢ tworzony model stochastyczny procesu rzeczywistego.

W ten sposob przeprowadzona redukcja modelu ma korzystny wptyw na dalsze etapy

jego wykorzystania, a wigc upraszcza zapis w postaci programu komputerowego i skraca
sam proces symulacji stochastycznej.

W czegéci drugiej pracy zaprezentowane zostana pozostale, wybrane funkcje zmien-

nych losowych.
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