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FUNKCJE ZMIENNYCH LOSOWYCH 
— MO LIWO CI REDUKCJI MODELI STOCHASTYCZNYCH. 
CZ  II 

1. Wprowadzenie 

Niniejsza praca stanowi cz  drug  publikacji [8]. W cz ci pierwszej omówiono funkcje 
zmiennych losowych o nast puj cych rozk adach: beta, chi-kwadrat, Cauchy’ego, F-Snede-
cora, gamma, jednostajny. 

Ta cz  publikacji zawiera omówienie funkcji zmiennych losowych o rozk adach: 
normalnym, lognormalnym, t-Studenta oraz wyk adniczym. 

Wprowadzenie do zagadnienia jest analogiczne jak w cz ci pierwszej publikacji, gdy
obie cz ci dotycz  tego samego zagadnienia — mo liwo ci redukcji modeli stochastycz-
nych. 

Metoda symulacji stochastycznej wykorzystywana jest do komputerowego modelo-
wania dowolnych procesów (fizycznych, ekonomicznych, technologicznych itp.) lub ich 
fragmentów, których cech  charakterystyczn  jest wyst powanie w ich opisie co najmniej 
jednej zmiennej losowej. 

Metod  po raz pierwszy zastosowano w trakcie bada  w ramach projektu Manhattan, 
maj cych na celu budow  ameryka skiej bomby atomowej. Opracowany wówczas model 
stochastyczny dotyczy  analizy propagacji neutronów w reaktorze j drowym. Opracowali 
go wspólnie John von Neumann oraz polski matematyk Adam Ulman. 

Metoda symulacji stochastycznej wykorzystywana jest z powodzeniem tak e wspó -
cze nie. Mo liwo ci tworzenia z o onych modeli stochastycznych, ich zapis w postaci 
programu komputerowego w j zyku zorientowanym na rozwi zywanie tego typu zagad-
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nie , a tak e wci  szybsze komputery – to wszystko stanowi o cz stym wyborze symulacji 
stochastycznej, jako metody rozwi zywania zagadnie  opisywanych modelami o charakte-
rze niezdeterminowanym. 

Bior c pod uwag  charakter procesów górniczych, tak e udzia  wielu czynników nie-
zdeterminowanych w ich przebiegu, uzasadnione jest stosowanie tej metody tak e w gór-
nictwie. W pracy [10] opisano model stochastyczny procesu produkcyjnego realizowanego 
w przodku cianowym kopalni w gla kamiennego. Wyst puj ce w modelu zmienne losowe 
s  charakteryzowane odpowiednimi funkcjami g sto ci prawdopodobie stwa. 

Niejednokrotnie, wyst puj ce zale no ci funkcyjne mi dzy zmiennymi losowymi 
mog  by  zast pione jedn  funkcj  g sto ci prawdopodobie stwa (tzw. rozk adem wy-
nikowym), co powoduje, i  opracowany model stochastyczny analizowanego procesu ulega 
uproszczeniu. 

W dalszej cz ci przedstawiono funkcje zmiennych losowych, których wykorzystanie 
umo liwia uzyskanie rozk adów wynikowych, w ród których znalaz  si  rozk ad normalny, 
lognormalny, t-Studenta oraz wyk adniczy. Charakterystyka ka dego rozk adu wynikowego 
zawiera ponadto wzór funkcji g sto ci prawdopodobie stwa, przyk adowy wykres rozk a-
du, a tak e przyk ady zmiennych losowych opisywanych danym rozk adem. 

2. Rozk ady wynikowe, 
funkcje zmiennych losowych 

2.1. Rozk ad wynikowy normalny 

Rozk ad normalny nale y do rozk adów, które cz sto wykorzystywane s  w modelach 
stochastycznych. Ze wzgl du na osob  jego odkrywcy, która nie jest powszechnie znana 
(z rozk adem kojarzeni s  raczej Gauss oraz Laplace), przedstawiono poni ej krótk  histo-
ri  jego odkrycia. 

12 listopada 1733 roku francuski matematyk Abraham de Moivre (1667–1754) opub-
likowa  broszur , w której przedstawi  zbie no  rozk adu dwumianowego do rozk adu nor-
malnego, gdy n ro nie (zbie no  t  zilustrowano graficznie na rys. 1), a tak e poda  wzór 
na funkcj  g sto ci prawdopodobie stwa rozk adu normalnego. 

Abraham de Moivre by  cz onkiem The Royal Society, nauczycielem matematyki oraz 
doradc  uczestników gier losowych w karczmach. 

Autorstwo rozk adu normalnego przypisano jednak dwóm innym naukowcom. Byli to 
Pieerre Simon de Laplace (1749–1827) oraz Carl Friedrich Gauss (1777–1855), którzy prawie 
ca y wiek pó niej, w sposób niezale ny od siebie, zacz li pos ugiwa  si  tym rozk adem. 

Dopiero w roku 1924 angielski statystyk Karl Pearson przypadkowo trafi  na publi-
kacj  de Moivre’a z 1733 roku. W tym samym roku, w czasopi mie „Biometrika” [6] Pear-
son poda  do wiadomo ci, e odkrywc  rozk adu normalnego by  Abraham de Moivre. Roz-
k ad normalny by  kiedy  nazywany prawem (rozk adem) b dów (por. [6]). 
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Rys. 1. Zbie no  rozk adu dwumianowego do rozk adu normalnego, gdy n ro nie

ród o: opracowanie w asne

Funkcja g sto ci prawdopodobie stwa rozk adu normalnego (rys. 2) okre lona jest 
wzorem 
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gdzie: 
μ  — warto  oczekiwana zmiennej losowej X,
δ  — odchylenie standardowe zmiennej losowej X.

Posta  rozk adu po standaryzacji wyra aj  wzory: 
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Rys. 2. Przyk adowy wykres rozk adu normalnego 

ród o: opracowanie w asne

Przyk ady zmiennych losowych (lub procesów), 
do których opisu wykorzystuje si  rozk ad normalny 

— Rozk ad normalny jest modelem dla losowych b dów pomiarów. Je eli b d pomiaru 
jest sum  wielu losowych b dów (zarówno dodatnich, jak i ujemnych), to ich suma 
ma rozk ad bliski rozk adowi normalnemu. Stwierdzenie to wynika z tzw. centralnego 
twierdzenia granicznego, którego jedna z wersji brzmi: „Suma du ej ilo ci niezale -
nych zmiennych losowych ma w przybli eniu (asymptotycznie) rozk ad normalny”. 

— Wiele zjawisk fizycznych mo e by  opisanych rozk adem normalnym, mimo e dziedzi-
na funkcji g sto ci prawdopodobie stwa rozk adu to przedzia  od minus do plus niesko -
czono ci. Przyk ad rozwi zania, polegaj cego na modelowaniu rozk adem normalnym 
zmiennej losowej opisanej na przedziale sko czonym, zamieszczono w publikacji 
autora [9]. Rozwi zanie polega na zastosowaniu operacji obustronnego symetrycznego 
uci cia rozk adu (uci cie mo e by  oczywi cie niesymetryczne, jak równie  jedno-
stronne, prawo- lub lewostronne), tak by by  on opisany na przedziale sko czonym, 
wydzielonym z obszaru liczb rzeczywistych dodatnich. Je li za o ymy, e przedzia  ten za-
wiera  si  b dzie w granicach od  do  oraz oznaczymy funkcj  g sto ci rozk adu nor-
malnego opisanego na przedziale od minus do plus niesko czono ci jako ,f x wówczas 
g sto g x rozk adu uci tego dwustronnie b dzie mo na wyznaczy  z zale no ci

f x
g x

F F
 (4) 

gdzie F oraz F s  warto ciami dystrybuanty F x w punktach  oraz .
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Na rysunku 3 zamieszczono przyk ad funkcji ,g x opisanej na przedziale , .

Rys. 3. Funkcja g sto ci ( )g x rozk adu normalnego dwustronnie uci tego

ród o: opracowanie w asne

Funkcje zmiennych losowych, 
których rozk adem wynikowym jest rozk ad normalny [3, 5] 

— Je li 1 2, , ..., nX X X s  niezale nymi zmiennymi losowymi o rozk adach normalnych 
odpowiednio 1 1 2 2, , , , ..., ,n nN N N oraz 1 2, , ..., na a a s  dowolnymi liczba-

mi, to zmienna losowa 1 1 2 2 ... n na X a X a X  ma rozk ad normalny , ,N  gdzie 

1 1 2 2 ... n na a a oraz 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 ... .n na a a

— Je li X jest zmienn  losow  o rozk adzie normalnym , ,N to zmienna losowa 

Y aX b dla 0a ma rozk ad normalny , .N a b a

— Je li 1 2, , ..., nX X X s  niezale nymi zmiennymi losowymi o rozk adzie normalnym o pa-
rametrach 1 1 2 2, ; , , ..., , ,n n to zmienna losowa 1 2 ... nX X X ma rozk ad nor-

malny , ,N gdzie 1 2 ... n oraz 2 2 2
1 2 ... .n
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— Je li X  jest redni  arytmetyczn  niezale nych zmiennych losowych 
11 2, , ..., nX X X

o rozk adzie normalnym 1 1,N oraz je liY jest redni  arytmetyczn  niezale nych 

zmiennych losowych
21 2, , ..., nY Y Y o rozk adzie normalnym 2 2, ,N to zmienna loso-

wa X Y ma rozk ad normalny
2 2

1 2
1 2

1 2

, .N
n n

— Je li X oraz Y s  niezale nymi zmiennymi losowymi o rozk adzie jednostajnym na prze-
dziale (0,1), to zmienne losowe 2ln cos 2T X Y oraz 2ln sin 2Z X Y s

niezale nymi zmiennymi losowymi o rozk adzie normalnym N(0,1). 

2.2. Rozk ad wynikowy logarytmiczno-normalny (lognormalny) 

Tak jak rozk ad normalny jest rozk adem sum wielu czynników losowych (model sum), 
tak rozk ad logarytmiczno-normalny (lognormalny) jest okre lany mianem modelu iloczy-
nów. Modelem iloczynów mo na wyja ni  zjawisko rozdrabniania kruszywa lub transport 
osadów w rzece. W procesach tych ko cowa wielko  ziarna zale y od liczby wcze -
niejszych zderze  z innymi ziarnami, przy czym ka de zderzenie zmniejsza proporcjonalnie 
rozmiar ziarna. 

Oznaczaj c ko cowy rozmiar ziarna jako X, rozmiar pocz tkowy ziarna jako X0, mo -
na zapisa

0 1 2 ... nX X W W W  (5) 

gdzie 1 2, , ..., nW W W s  losowymi czynnikami powoduj cymi zmniejszanie si  wymiaru ziar-
na w trakcie kolejnych zderze  (s  to zmienne losowe). 

Logarytm obu stron równania jest nast puj cy

0 1 2ln ln ln ln .... ln nX X W W W  (6) 

Czynniki 1 2, , ..., nW W W  s  zmiennymi losowymi, a poniewa  ich logarytmy s  tak e
zmiennymi losowymi, st d na podstawie centralnego twierdzenia granicznego mo na wnios-
kowa , e suma tych zmiennych b dzie mia a w przybli eniu rozk ad normalny. Oznacza-
j c lnY X oraz wiedz c, e Y ma rozk ad normalny , ,N mo na wyznaczy  rozk ad
zmiennej X jako .YX e

Zmienna losowa X, której logarytm naturalny podlega rozk adowi normalnemu, ma 
rozk ad logarytmiczno-normalny (lognormalny), o funkcji g sto ci (dla x > 0) (rys. 4) 

2
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2

x

f x e
x

 (7) 
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Rys. 4. Przyk adowy wykres rozk adu logarytmiczno-normalnego (lognormalnego) 

ród o: opracowanie w asne

Przyk ady zmiennych losowych (lub procesów), 
do których opisu wykorzystuje si  rozk ad logarytmiczno-normalny (lognormalny) 

Rozk ad logarytmiczno-normalny stosuje si :

— w procesie rozdrabniania kruszywa, a tak e w procesie transportu osadów w rzece; 
— w badaniach ekonomicznych, w których wyst puj  zmienne o warto ciach dodatnich 

roz o one asymetrycznie w taki sposób, e warto ci mniejsze od dominanty s  bar-
dziej skupione, natomiast warto ci wi ksze do dominanty s  bardziej rozproszone; 

— w tych przypadkach, w których stosuje si  rozk ad Pareto; 
— w modelowaniu procesów zm czeniowych.

Funkcje zmiennych losowych, których rozk adem wynikowym 
jest rozk ad logarytmiczno-normalny (lognormalny) [2] 

Je li zmienna losowa Y ma rozk ad normalny , ,N to zmienna losowa YX e ma roz-
k ad logarytmiczno-normalny (lognormalny). 

2.3. Rozk ad wynikowy t-Studenta 

Autorem rozk adu t-Studenta (rys. 5) jest statystyk angielski W. Gosset publikuj cy 
pod pseudonimem Student. 
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Rys. 5. Przyk adowy wykres rozk adu t-Studenta 

ród o: opracowanie w asne

Dla ma ych prób (n ≤ 30) Gosset stwierdzi , e dla ci gu 1 2, , ..., nX X X niezale nych 
zmiennych losowych, z których ka da posiada rozk ad , ,N ich rednia X posiada rów-

nie  rozk ad normalny, zmienna losowa T postaci 

1nT X
S

 (8) 

gdzie S oznacza odchylenie standardowe ci gu ,nX ma funkcje g sto ci rozk adu t-Studenta 

1 / 22
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 (9) 

gdzie k oznacza liczb  stopni swobody 1 .k n

Przyk ady zmiennych losowych (lub procesów), 
do których opisu wykorzystuje si  rozk ad t- Studenta 

Rozk ad t-Studenta wykorzystuje si :

— jako model opisu wytrzyma o ci konstrukcji monta owych; 
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— do opisu zmiennych losowych, które z wi kszym prawdopodobie stwem ni  zmienne 
normalne przybieraj  warto ci nietypowe, odbiegaj ce od redniej (rozk ad t-Studenta 
ma grubsze „ogony”). 

Funkcje zmiennych losowych, 
których rozk adem wynikowym jest rozk ad t-Studenta [11] 

Je li X oraz Y s  niezale nymi zmiennymi losowymi, X o rozk adzie normalnym N(0,1),
Y o rozk adzie chi-kwadrat o n stopniach swobody, to zmienna losowa 

XZ
Y
n

 (10) 

ma rozk ad t-Studenta o n stopniach swobody. 

2.4. Rozk ad wynikowy wyk adniczy 

Rozk ad wyk adniczy jest ci g ym odpowiednikiem rozk adu geometrycznego. Funkcja 
g sto ci prawdopodobie stwa rozk adu wyk adniczego (rys. 6) jest okre lona wzorem 

dla 0
( )

0 dla 0

xe x
f x

x
 (11) 

0λ > (λ — intensywno  uszkodze , redni czas mi dzy zdarzeniami). 

Rys. 6. Przyk adowy wykres rozk adu wyk adniczego

ród o: opracowanie w asne
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Przyk ady zmiennych losowych (lub procesów), 
do których opisu wykorzystuje si  rozk ad wyk adniczy 

Rozk ad wyk adniczy wykorzystuje si :

— do opisu up ywaj cego czasu mi dzy pojazdami mijaj cymi okre lony punkt na drodze; 
— do opisu czasu trwania rozmowy telefonicznej; 
— do opisu czasu wykonywania okre lonej operacji na obrabiarce; 
— do opisu czasu mi dzy kolejnymi powodziami; 
— w teorii masowej obs ugi, jako rozk ad interwa ów czasu mi dzy zg oszeniami [4]; 
— w teorii niezawodno ci (trwa o  elementów elektronicznych, mechanicznych); stoso-

wanie rozk adu ma uzasadnienie wtedy, gdy pojawiaj ce si  uszkodzenia maj  cha-
rakter awarii wyst puj cych na skutek zadzia ania przyczyn zewn trznych pojawiaj -
cych si  przypadkowo i ze sta ym nat eniem. 

Funkcje zmiennych losowych, których rozk adem wynikowym 
jest rozk ad wyk adniczy [3] 

Je li X jest zmienn  losow  o rozk adzie jednostajnym na przedziale (0,1), to zmienna 

losowa
1 ln
2

Y X ma rozk ad wyk adniczy z parametrem 2.

3. Wnioski ko cowe 

W celu badania i analizy zjawisk i procesów rzeczywistych (ekonomicznych, technicz-
nych, tak e z zakresu górnictwa — np. [10]), tworzone s  modele stochastyczne. Wyst -
puj ce w tych modelach zmienne losowe, opisywane s  odpowiednimi rozk adami praw-
dopodobie stwa. Niejednokrotnie w modelach tych wyst puj  tak e zale no ci funkcyjne 
mi dzy zmiennymi losowymi. 

Zamieszczone i omówione w obu cz ciach publikacji funkcje zmiennych losowych 
wraz z opisem ich rozk adów (przyj to tu termin „rozk ady wynikowe”), mog  zosta  wy-
korzystane w celu uproszczenia tworzonego modelu stochastycznego lub jego fragmentu. 
W ten sposób przeprowadzona redukcja modelu ma korzystny wp yw na dalsze etapy jego 
wykorzystania, a wi c upraszcza zapis w postaci programu komputerowego i skraca sam 
proces symulacji stochastycznej. 

LITERATURA 

 [1] Aczel Amir D.: Statystyka w zarz dzaniu. Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2000 (dane orygina u:
Complete Business Statistics” Richard D. Irwin Inc., Boston Sydney, 1993) 

 [2] Brandt S.: Analiza danych. Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 1998, (dane orygina u: Statistical and 
Computational Methods in Data Analysis” Springer Verlag New York 1997) 



61

 [3] Klonecki W.: Statystyka dla in ynierów. Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa Wroc aw 1999 
 [4] Morse P.M.: Queues, Inventories and Maintenance. New York, Wiley, 1958 
 [5] Pacut A.: Prawdopodobie stwo, teoria, modelowanie probabilistyczna w technice. Wydawnictwo Naukowo- 

-Techniczne, Warszawa 1985 
 [6] Pearson K.: Historical Note on the Origin of the Normal Curve of Errors. Biometrika, 1924, nr XVI, 

402–404 
 [7] Paw owski Z.: Statystyka matematyczna. Pa stwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1980 
 [8] Snopkowski R.: Funkcje zmiennych losowych — mo liwo ci redukcji modeli stochastycznych (cz  I). 

Górnictwo i Geoin ynieria, z. 2, Kraków 2005 
 [9] Snopkowski R.: Wska niki efektywno ci uk adu kombajn — obudowa — przeno nik. Konferencja pn. 

„Szko a Ekonomiki i Zarz dzania w Górnictwie” AGH, Komitet Górnictwa PAN, Krynica 2004 
 [10] Snopkowski R.: Metoda identyfikacji rozk adu prawdopodobie stwa wydobycia uzyskiwanego z przodków 

cianowych kopal  w gla kamiennego. Wydawnictwa AGH, Rozprawy i Monografie, nr 85, Kraków 2000 
 [11] Zeigler B.: Teoria modelowania i symulacji. Pa stwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1984 


