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FUNKCJE ZMIENNYCH LOSOWYCH
— MOZLIWOSCI REDUKCJI MODELI STOCHASTYCZNYCH.
CZESC I

1. Wprowadzenie

Niniejsza praca stanowi cze$¢ druga publikaciji [8]. W czesci pierwszej omdwiono funkcje
zmiennych losowych o nastepujacych rozktadach: beta, chi-kwadrat, Cauchy’ego, F-Snede-
cora, gamma, jednostajny.

Ta czg$¢ publikacji zawiera omowienie funkcji zmiennych losowych o rozktadach:
normalnym, lognormalnym, #-Studenta oraz wyktadniczym.

Wprowadzenie do zagadnienia jest analogiczne jak w czgsci pierwszej publikacji, gdyz
obie czgsci dotycza tego samego zagadnienia — mozliwosci redukcji modeli stochastycz-
nych.

Metoda symulacji stochastycznej wykorzystywana jest do komputerowego modelo-
wania dowolnych proceséw (fizycznych, ekonomicznych, technologicznych itp.) lub ich
fragmentow, ktdrych cecha charakterystyczng jest wystgpowanie w ich opisie co najmnie;j
jednej zmiennej losowe;j.

Metode po raz pierwszy zastosowano w trakcie badan w ramach projektu Manhattan,
majacych na celu budowe amerykanskiej bomby atomowej. Opracowany wowczas model
stochastyczny dotyczyt analizy propagacji neutrondw w reaktorze jadrowym. Opracowali
go wspolnie John von Neumann oraz polski matematyk Adam Ulman.

Metoda symulacji stochastycznej wykorzystywana jest z powodzeniem takze wspot-
czesnie. Mozliwosci tworzenia ztozonych modeli stochastycznych, ich zapis w postaci
programu komputerowego w jezyku zorientowanym na rozwiazywanie tego typu zagad-
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nien, a takze wciaz szybsze komputery — to wszystko stanowi o czgstym wyborze symulacji
stochastycznej, jako metody rozwigzywania zagadnien opisywanych modelami o charakte-
rze niezdeterminowanym.

Biorac pod uwage charakter proceséw gorniczych, takze udzial wielu czynnikéw nie-
zdeterminowanych w ich przebiegu, uzasadnione jest stosowanie tej metody takze w gor-
nictwie. W pracy [10] opisano model stochastyczny procesu produkcyjnego realizowanego
w przodku $cianowym kopalni wegla kamiennego. Wystepujace w modelu zmienne losowe
sg charakteryzowane odpowiednimi funkcjami gestosci prawdopodobienstwa.

Niejednokrotnie, wystgpujace zaleznosci funkcyjne migdzy zmiennymi losowymi
moga by¢ zastapione jedna funkcja gestosci prawdopodobienstwa (tzw. rozkladem wy-
nikowym), co powoduje, iz opracowany model stochastyczny analizowanego procesu ulega
uproszczeniu.

W dalszej czgsci przedstawiono funkcje zmiennych losowych, ktdrych wykorzystanie
umozliwia uzyskanie rozktadow wynikowych, wsrdd ktorych znalazt si¢ rozktad normalny,
lognormalny, #-Studenta oraz wyktadniczy. Charakterystyka kazdego rozktadu wynikowego
zawiera ponadto wzor funkcji gestosci prawdopodobienstwa, przyktadowy wykres rozkta-
du, a takze przyktady zmiennych losowych opisywanych danym rozktadem.

2. Rozklady wynikowe,
funkcje zmiennych losowych

2.1. Rozklad wynikowy normalny

Rozktad normalny nalezy do rozktadow, ktore czesto wykorzystywane sa w modelach
stochastycznych. Ze wzgledu na osobe jego odkrywcy, ktdra nie jest powszechnie znana
(z rozktadem kojarzeni sa raczej Gauss oraz Laplace), przedstawiono ponizej krotka histo-
ri¢ jego odkrycia.

12 listopada 1733 roku francuski matematyk Abraham de Moivre (1667—1754) opub-
likowat broszure, w ktorej przedstawit zbieznos¢ rozktadu dwumianowego do rozktadu nor-
malnego, gdy » rosnie (zbiezno$¢ t¢ zilustrowano graficznie na rys. 1), a takze podat wzor
na funkcj¢ gestosci prawdopodobienstwa rozktadu normalnego.

Abraham de Moivre byt cztonkiem The Royal Society, nauczycielem matematyki oraz
doradca uczestnikow gier losowych w karczmach.

Autorstwo rozktadu normalnego przypisano jednak dwém innym naukowcom. Byli to
Pieerre Simon de Laplace (1749-1827) oraz Carl Friedrich Gauss (1777—1855), ktérzy prawie
caly wiek p6zniej, w sposob niezalezny od siebie, zaczeli postugiwac si¢ tym rozktadem.

Dopiero w roku 1924 angielski statystyk Karl Pearson przypadkowo trafit na publi-
kacje¢ de Moivre’a z 1733 roku. W tym samym roku, w czasopismie ,,Biometrika” [6] Pear-
son podat do wiadomosci, ze odkrywca rozktadu normalnego byt Abraham de Moivre. Roz-
ktad normalny byt kiedys$ nazywany prawem (rozktadem) btedow (por. [6]).

52



rozklad dwumianowy
n=20; p=05

rozklad dwumianowy
n=5p=05

rozklad dwumianowy rozklad dwumianowy
n=50; p=05 n=500; p=05
0,
....... 0035
.............
: 0,025
: 0,020
""""" 0015
Tt 0010
| |** 0,005,
B I Lo '
0 10 20 30 40 50

Rys. 1. Zbieznos¢ rozktadu dwumianowego do rozktadu normalnego, gdy » rosnie

Zrédlo: opracowanie wlasne

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu normalnego (rys. 2) okreslona jest
wzorem

—(x-py’

1 2
(x) = —=e » (1)
4 oV2mn
dla: §>0i—cc<x< oo
gdzie:
L — wartos$¢ oczekiwana zmiennej losowej X,
8 — odchylenie standardowe zmiennej losowej X.

Postaé rozktadu po standaryzacji wyrazaja wzory:

1) = J;_n et @)
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Funkcja gestosci prawdopodobieristwa rozktadu normalnego
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Rys. 2. Przyktadowy wykres rozktadu normalnego

Zrodto: opracowanie wiasne

Przyklady zmiennych losowych (lub procesow),
do ktorych opisu wykorzystuje si¢ rozklad normalny

Rozktad normalny jest modelem dla losowych btedéw pomiardéw. Jezeli btad pomiaru
jest sumg wielu losowych btedow (zarowno dodatnich, jak i ujemnych), to ich suma
ma rozktad bliski rozktadowi normalnemu. Stwierdzenie to wynika z tzw. centralnego
twierdzenia granicznego, ktérego jedna z wersji brzmi: ,,Suma duzej ilosci niezalez-
nych zmiennych losowych ma w przyblizeniu (asymptotycznie) rozktad normalny”.
Wiele zjawisk fizycznych moze by¢ opisanych rozkladem normalnym, mimo ze dziedzi-
na funkcji gegstosci prawdopodobienstwa rozktadu to przedziat od minus do plus nieskon-
czonosci. Przyktad rozwiazania, polegajacego na modelowaniu rozktadem normalnym
zmiennej losowej opisanej na przedziale skonczonym, zamieszczono w publikacji
autora [9]. Rozwiazanie polega na zastosowaniu operacji obustronnego symetrycznego
uciecia rozkladu (ucigcie moze by¢ oczywiscie niesymetryczne, jak rowniez jedno-
stronne, prawo- lub lewostronne), tak by byl on opisany na przedziale skonczonym,
wydzielonym z obszaru liczb rzeczywistych dodatnich. Jesli zatozymy, ze przedziat ten za-
wieraé si¢ bedzie w granicach od o do B oraz oznaczymy funkcje gestosci rozktadu nor-
malnego opisanego na przedziale od minus do plus nieskonczonosci jako f (x), wowczas
gestosé g (x) rozktadu ucigtego dwustronnie bgdzie mozna wyznaczy¢ z zaleznosci

)
0= T r(@

gdzie F/ (oc) oraz F/ (B) sg wartosciami dystrybuanty F' (x) w punktach o oraz p.
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Na rysunku 3 zamieszczono przyktad funkcji g (x), opisanej na przedziale ((X, [3)

Rozktad normalny dwustronnie uciety - symetryczny
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Rys. 3. Funkcja gesto$ei g (x) rozktadu normalnego dwustronnie ucigtego

Zrddto: opracowanie wlasne

Funkcje zmiennych losowych,
ktérych rozkladem wynikowym jest rozklad normalny [3, 5]

Jesli X, X,, ..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach normalnych
odpowiednio N (u,,8,), N (1,.8,),.... N(1,.8,) oraza, a,, ..., a, sa dowolnymi liczba-

mi, to zmienna losowa a X, +a,X, +..+a,X, ma rozklad normalny N (u,8), gdzie

u=au, +a,W, +...+a,u, orazd = \/aIZSIZ +a,8, +..+a,’3,’.

Jesli X jest zmienng losowa o rozkladzie normalnym N (u ,8),to zmienna losowa

Y = aX +bdlaa # 0 ma rozktad normalny N (au +b,ad).

Jesli X, X,, ..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie normalnym o pa-

rametrach W,,9,; 1,,9,, ..., 1,,9,,to zmienna losowa X, + X, +...+ X, ma rozklad nor-

malny N (W,8), gdziep =, + 1, +...+ 0, orazd = /8; +8; +...+ 8.
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— Jesli X jest $rednig arytmetyczna niezaleznych zmiennych losowych X, X,,..., X, "
o rozktadzie normalnym N (Ml ,0, ) oraz jesli Y jest $rednig arytmetyczng niezaleznych

zmiennych losowych Y, Y,, ....Y, o rozkladzie normalnym N (u,,8,), to zmienna loso-

_ 6 2 6 2
wa X —Y ma rozktad normalny N[ul -U,, —‘+L].
nl nZ
— Jesli X oraz Y s niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie jednostajnym na prze-
dziale (0,1), to zmienne losowe 7 =~/-21n X cos(2nY) oraz Z =~/-21In X sin(2nY) sa

niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie normalnym N(0,1).

2.2. Rozklad wynikowy logarytmiczno-normalny (lognormalny)

Tak jak rozktad normalny jest rozktadem sum wielu czynnikéw losowych (model sum),
tak rozklad logarytmiczno-normalny (lognormalny) jest okreslany mianem modelu iloczy-
néw. Modelem iloczynéw mozna wyjasni¢ zjawisko rozdrabniania kruszywa lub transport
osadow w rzece. W procesach tych koncowa wielko$¢ ziarna zalezy od liczby wczes-
niejszych zderzen z innymi ziarnami, przy czym kazde zderzenie zmniejsza proporcjonalnie
rozmiar ziarna.

Oznaczajac koncowy rozmiar ziarna jako X, rozmiar poczatkowy ziarna jako X,, moz-
na zapisaé

X=X, - W, -W,-.. W, (%)

gdzieW,, W,, ..., W, sa losowymi czynnikami powodujacymi zmniejszanie si¢ wymiaru ziar-
na w trakcie kolejnych zderzen (sa to zmienne losowe).
Logarytm obu stron réwnania jest nastgpujacy

IhX=InX,+IhW +InW,+...+InW, (6)

Czynniki W,,W,, ..., W, sa zmiennymi losowymi, a poniewaz ich logarytmy sa takze
zmiennymi losowymi, stad na podstawie centralnego twierdzenia granicznego mozna wnios-
kowa¢, ze suma tych zmiennych bedzie miata w przyblizeniu rozktad normalny. Oznacza-
jacY =In X oraz wiedzac, ze ¥ ma rozklad normalny N (1,8), mozna wyznaczy¢ rozklad
zmiennej X jako X =e”.

Zmienna losowa X, ktdrej logarytm naturalny podlega rozktadowi normalnemu, ma
rozktad logarytmiczno-normalny (lognormalny), o funkcji gestosci (dla x > 0) (rys. 4)

5

7(lnxfp.)

e 252 (7)

1
S = x2m
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Funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu logarytmiczno-normalnego (lognormalnego)
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Rys. 4. Przyktadowy wykres rozktadu logarytmiczno-normalnego (lognormalnego)

Zrédto: opracowanie wlasne

Przyklady zmiennych losowych (lub procesow),
do ktorych opisu wykorzystuje si¢ rozklad logarytmiczno-normalny (lognormalny)

Rozktad logarytmiczno-normalny stosuje sig:

w procesie rozdrabniania kruszywa, a takze w procesie transportu osadow w rzece;

w badaniach ekonomicznych, w ktérych wystepuja zmienne o wartosciach dodatnich
rozlozone asymetrycznie w taki sposob, ze wartosci mniejsze od dominanty sa bar-
dziej skupione, natomiast wartosci wicksze do dominanty sa bardziej rozproszone;

w tych przypadkach, w ktorych stosuje si¢ rozktad Pareto;

w modelowaniu procesow zmgczeniowych.

Funkcje zmiennych losowych, ktérych rozkladem wynikowym
jest rozklad logarytmiczno-normalny (lognormalny) [2]

Jesli zmienna losowa Y ma rozktad normalny N (u,8), to zmienna losowa X = e’ ma roz-

ktad logarytmiczno-normalny (lognormalny).

2.3. Rozklad wynikowy z-Studenta

Autorem rozkladu 7-Studenta (rys. 5) jest statystyk angielski W. Gosset publikujacy

pod pseudonimem Student.
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Funkcja gestosci prawdop. rozktadu t-Studenta
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Rys. 5. Przyktadowy wykres rozktadu #-Studenta

Zrédto: opracowanie whasne

Dla matych prob (n < 30) Gosset stwierdzil, ze dla ciagu X, X,, ..., X, niezaleznych
zmiennych losowych, z ktérych kazda posiada rozktad N (M,S), ich srednia X posiada row-
niez rozktad normalny, zmienna losowa 7 postaci

N

S

T:

(X-n) ®)
gdzie S oznacza odchylenie standardowe ciagu {X ., }, ma funkcje gestosci rozktadu 7~Studenta

iy

5\~ (k+1)/2
-T2 (e
r(zjx/ﬁ

gdzie k oznacza liczbe stopni swobody (k = n—1).

Przyklady zmiennych losowych (lub proceséw),
do ktorych opisu wykorzystuje si¢ rozklad - Studenta

Rozktad #-Studenta wykorzystuje sie:

— jako model opisu wytrzymatosci konstrukcji montazowych;
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— do opisu zmiennych losowych, ktore z wigkszym prawdopodobienstwem niz zmienne
normalne przybierajg wartosci nietypowe, odbiegajace od Sredniej (rozktad #-Studenta
ma grubsze ,,ogony”).

Funkcje zmiennych losowych,
ktérych rozkladem wynikowym jest rozklad z-Studenta [11]

Jesli X oraz Y sg niezaleznymi zmiennymi losowymi, X o rozktadzie normalnym N(0,1),
Y o rozktadzie chi-kwadrat o »n stopniach swobody, to zmienna losowa

7o X (10)

\F
n
ma rozktad #-Studenta o » stopniach swobody.

2.4. Rozklad wynikowy wykladniczy

Rozktad wyktadniczy jest ciaglym odpowiednikiem rozktadu geometrycznego. Funkcja
gestosci prawdopodobienstwa rozktadu wyktadniczego (rys. 6) jest okre§lona wzorem

Ae e dla x>0

f(x)z{o dla x<0 b

A > 0 (A — intensywno$¢ uszkodzen, $redni czas miedzy zdarzeniami).

Funkcja gestosci prawdop. rozktadu wyktadniczego
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Rys. 6. Przyktadowy wykres rozktadu wyktadniczego

Zrddto: opracowanie whasne
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Przyklady zmiennych losowych (lub procesow),
do ktorych opisu wykorzystuje si¢ rozklad wykladniczy

Rozktad wyktadniczy wykorzystuje sie:

— do opisu uptywajacego czasu miedzy pojazdami mijajacymi okreslony punkt na drodze;
— do opisu czasu trwania rozmowy telefonicznej;

— do opisu czasu wykonywania okreslonej operacji na obrabiarce;

— do opisu czasu migdzy kolejnymi powodziami;

— W teorii masowej obstugi, jako rozklad interwatéw czasu migdzy zgloszeniami [4];

— w teorii niezawodnosci (trwatos¢ elementow elektronicznych, mechanicznych); stoso-
wanie rozkltadu ma uzasadnienie wtedy, gdy pojawiajace si¢ uszkodzenia majg cha-
rakter awarii wystepujacych na skutek zadziatania przyczyn zewngtrznych pojawiaja-
cych sie przypadkowo i ze statym nat¢zeniem.

Funkcje zmiennych losowych, ktérych rozkladem wynikowym
jest rozklad wykladniczy [3]

Jesli X jest zmienng losowa o rozktadzie jednostajnym na przedziale (0,1), to zmienna

|
losowa Y = —Eln X ma rozktad wykladniczy z parametrem A = 2.

3. Wnhnioski koncowe

W celu badania i analizy zjawisk i procesow rzeczywistych (ekonomicznych, technicz-
nych, takze z zakresu goérnictwa — np. [10]), tworzone sa modele stochastyczne. Wyste-
pujace w tych modelach zmienne losowe, opisywane sg odpowiednimi rozkladami praw-
dopodobienstwa. Niejednokrotnie w modelach tych wystgpuja takze zaleznosci funkcyjne
miedzy zmiennymi losowymi.

Zamieszczone i omowione w obu czg¢sciach publikacji funkcje zmiennych losowych
wraz z opisem ich rozkladow (przyjeto tu termin ,,rozktady wynikowe”), moga zosta¢ wy-
korzystane w celu uproszczenia tworzonego modelu stochastycznego lub jego fragmentu.
W ten sposdéb przeprowadzona redukcja modelu ma korzystny wpltyw na dalsze etapy jego
wykorzystania, a wigc upraszcza zapis w postaci programu komputerowego i skraca sam
proces symulacji stochastyczne;j.
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