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1. Wstep

W zmieniajacej si¢ rzeczywistosci przebiegu procesow technologicznych coraz czgs-
ciej klasyczne metody statystyczne nie wystarczaja do precyzyjnego opracowania i prezen-
towania wynikow roéznego typu badan. Konieczne staje si¢ korzystanie z metod, ktore od-
chodza od klasycznych zatozen modelu statystycznego, ograniczajacych zakres ich zastoso-
wania. Sigga¢ musimy zatem do nieklasycznych metod statystycznych a, w szczegdlnosci
do wnioskowania nieparametrycznego (nieparametrycznej estymacji parametrow i charak-
terystyk funkcyjnych rozktadu czy tez testow nieparametrycznych), ktdre z jednej strony,
pozwala na weryfikacjg zatozen metod parametrycznych, z drugiej natomiast, przy niespet-
nionych zalozeniach utatwia znalezienie wielu innych mozliwych podej$¢. Coraz szersze
zastosowanie metod statystycznych w opisie i ocenie procesow technologicznych wynika
z rozwoju statystyki oraz mozliwosci obliczeniowych komputerow i opracowywanych prog-
raméw statystycznych. Tworzone sa programy od uniwersalnych pakietow statystycznych
po programy specjalistyczne. Potwierdzeniem tego jest zauwazalny postep w rozwoju teorii
tych metod. Nie do pominigcia jest konieczno$¢ stosowania statystyki w kontroli jakosci.
Opracowywane nowe normy jakos$ci oraz zrewidowane stare normy zawieraja wskazowki
jakie narzedzia i techniki nalezy i mozna stosowac do zrealizowania konkretnych zadan
projakosciowych.

W przerébce surowcoOw mineralnych metody statystyczne stosuje si¢ przy analizie
efektow prac eksperymentalnych, ktorych gtéwnymi celami sa ocena wzbogacalno$ci su-
rowca i mozliwosci jej poprawy oraz informacje o przebiegu procesow przerodbczych pod
katem okreslenia czynnikow, dajacych najlepsze rezultaty przy danym sposobie wzbogaca-
nia. Metody statystyczne stosowane sa rowniez w badaniach mechanizmu zjawisk zacho-
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dzacych w procesach przerobczych oraz w poszukiwaniach optymalnych warunkéw prze-
biegu procesu. Opracowanie wynikow eksperymentu czynnego lub biernego odbywa si¢ po-
przez zastosowanie odpowiednich metod statystycznych [2].

Optymalnie dobrane metody statystyczne stosowane w tych zagadnieniach zostaty
adoptowane adekwatnie do potrzeb. Stosowane metody posiadaja niestety pewne wady. Do
glownych wad i utrudnien w stosowaniu tych metod, ktore mozna okresli¢ terminem ,kla-
sycznych”, nalezy zaliczy¢ wystepujace zatozenia ograniczajace mozliwosci ich zastosowa-
nia. Stad tez pojawilo si¢ szerokie zainteresowanie testami pozwalajacymi na sprawdzenie
spelnienia takich zatozen w danym badaniu empirycznym lub tworzeniem innych metod
wnioskowania statystycznego, w ktorych zatozenia te nie wystgpuja. Coraz wigksze zapo-
trzebowanie na metody statystyczne charakteryzujace si¢ stosunkowo nielicznymi i niekto-
potliwymi zalozeniami ograniczajacymi zakres ich stosowania spowodowalo powstanie
metod okreslanych mianem nieklasycznych metod statystycznych.

Podstawa niniejszego artykutu jest proba adaptacji nieklasycznych metod statystycz-
nych (bootstrapowych) w problematyce estymacji parametréw modeli stochastycznych.
Przerobka surowcow mineralnych — inzynieria mineralna, tak jak kazda inzynieria tech-
niczna podlega ciaglemu rozwojowi i doskonaleniu swoich technologii. Rozwijajace si¢
bardzo intensywnie techniki konstrukcji urzadzen kontrolno-pomiarowych oraz wchodzaca
do przemystu komputerowa technika zbierania i przetwarzania danych tworzy dobre pod-
stawy do doskonalenia modeli matematycznych przemystowych uktadow technologicznych
wzbogacania roznych surowcow.

Modelowanie matematyczne proceséw przemystowych rozpoczgto od rownan regresji,
ktére oparte byly o zalozenie, ze w okolicach tzw. punktu pracy, zaleznosci pomigdzy
wskaznikami oceny przebiegu procesu a wielkosciami (zmiennymi technologicznymi) wpty-
wajacymi na jego warto$¢ moga by¢ linearyzowane, lub generalnie, przedstawione w po-
staci wielomianu. Nastgpnym etapem byly proby tworzenia postaci regresyjnych modeli
W oparciu o pewne przestanki teoretyczne oraz zwrocenie uwagi na organizacj¢ danych
w czasie (opOznienia transportowe i masowe), czyli podzielono modele na statyczne i dyna-
miczne. To zdecydowalo o stosowaniu korelacyjnej teorii proceséw stochastycznych oraz
teorii procesow Markowa. Nastgpnym etapem stosowania modeli matematycznych w prze-
robee byly modele dyskretne uwzgledniajace krok probkowania i opdznienia czasowe. Ogol-
nie biorac, sa to modele typu ARMAX uwzgledniajace cztony zwiazane ze $rednig ruchoma
(MA) oraz czlony zwiazane z wielko$ciami egzogennymi (X) w ré6znych kombinacjach.

2. Podstawy teoretyczne

Metody analizy regresji uzywane sa najczesciej w Statystyce na potrzeby opisu ksztat-
towania si¢ poziomu pewnego zjawiska w czasie, jak i na podstawie pobieranych z popu-
lacji generalnej prob losowych [3].

Jezeli pomigdzy dwoma zmiennymi losowymi (cechami statystycznymi ilo§ciowymi)
istnieje zalezno$¢ korelacyjna i jedna ze zmiennych y mozemy uznac za zalezna, a druga x
za niezalezna, to mozna probowaé sformulowaé zaleznos¢ funkcyjna, ktora przedstawia-
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faby warto$¢ y w zaleznos$ci od wartosci x 1 pewnej dodatkowej zmiennej losowej &, ktora
reprezentuje losowa zmienno$¢ zmiennej y i jest niezalezna od x

y=r(x5)
gdzie:
y — zmienna objasniana (zalezna),
X — zmienna objasniajaca (niezalezna),

& — sktadnik losowy,
f — postac funkcji zaleznosci.

Jezeli warto$¢ zmiennej y zalezy od wartosci wielu zmiennych niezaleznych x,, x,, ..., X,
méwimy o regresji wielowymiarowej (wielorakiej). Regresja wielowymiarowa dotyczy ba-
dania wptywu wielu zmiennych objasniajacych na zmienna objasniana. Badanie takie moze
dotyczy¢ zmiennych losowych o nieznanym, jednak zaktadanym rozktadzie normalnym lub
zmiennych ktérych wartos$ci pochodza z szeregéw czasowych. W obu przypadkach moz-
liwe jest przeprowadzanie analizy regresji. Jak mozna si¢ spodziewac ten rodzaj analizy jest
trudniejszy niz w przypadku regresji jednowymiarowej, bowiem w przypadku kilku juz
zmiennych objasniajacych szybkich obliczen mozna dokonywac jedynie przy pomocy kom-
puteréw. Model w przypadku regresji wiclowymiarowej mozna zapisaé w postaci

y=f(x,%,..%,,8)

W przypadku, gdy funkcja f'z powyzszej zalezno$ci jest funkcja liniowa, model przyj-
muje postac

y=0,+ox +.4+o,x, +&

gdzie:
y — zmienna objasniana,
X1, X3, ..., X; — zmienne objasniajace,
& — skiadnik losowy,
ay, o, ..., — warto$ci parametrow funkcji regres;ji (parametry modelu).

Wartos$ci parametrow funkcji regresji na ogét nie sa znane i do ich doktadnego wyzna-
czenia potrzebna bylaby znajomos¢ rozktadow wartosci zmiennej y dla wszystkich mozli-
wych zestawow wartosci zmiennych xi, xa, ..., X;.

Model regresji mozna takze zapisa¢ w postaci macierzowej jako

y=Xa+¢§
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gdzie:

N
Ya .. L . s
y= — wektor wartosci (realizacji) zmiennej objasnianej,
yn i
Ay
a’l e r
0= — wektor wartosci parametroéw modelu,
a, |
Iox, x, ik
I X, X, o Xy . e o
X = — macierz warto$ci zmiennych objasniajacych,
1 xn] xn2 xnk
&
& o .
&= — wektor wartosci sktadnika losowego.
éﬂ

W og6lnym przypadku £ zmiennych dla modelu regresji liniowej w postaci macierzowe;j
y =Xa+e oraz y = Xa
z metody najmniejszych kwadratow wynika, ze oceny parametrow modelu (realizacje esty-
matoréw w probie) mozna wyznaczy¢ jako
a=(X"X) X"y

Jezeli spetnione sg zalozenia modelu regresji liniowej, to estymatory parametrow row-
nania regresji otrzymane metoda najmniejszych kwadratow (MNK-estymatory) sa zgodne,
nieobciazone i najbardziej efektywne w klasie estymatoréw liniowych (Twierdzenie Gaussa-

-Markowa).
Dla jednej zmiennej objasniajace wzory macierzowe przyjmuja postac:

Foyd 1 Zl:xzz _Z]xi
(X X) = n n 2 711 -
”Z x; —(Z xl.] —Zx[. n
i=1 i=1 i=1
Zyi
i=1

n

D oxy,
i=1

XTy =
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Miara przecigtnej wielkosci blgdu dopasowania jest wariancja resztowa, ktora jest oce-
na wariancji sktadnika losowego

n

S = L gre- ! >,
n—(+D) (kD)=

natomiast przecigtny btad szacunku parametru j jest rowny

S(a;) = S2(X"X) .

JHLj+1

Elementy pod pierwiastkiem sa kolejnymi elementami glownej przekatnej tzw. macie-
rzy kowariancji (macierzy wariancji i kowariancji) ocen parametrow

D’(a)=S>(X"X)"
Sredni wzgledny blad szacunku parametru j wyraza si¢ wzorem
S(a,)

|a,|

Bardzo wazna czg$cia analizy regresji, po oszacowaniu ocen numerycznych parame-
trow modelu jest ocena zmiennos$ci zmiennej objasnianej Y spowodowanej zmiennoscia zmien-
nej objasniajacej X. Do oceny takiej stuzg wspotczynniki determinacji i indeterminacji, kto-
rych suma musi wynosi¢ 1. Postugujac si¢ wzorem na wskaznik indeterminacji, inaczej zwa-
ny wskaznikiem zbieznosci, ktérego wartos¢ powinna by¢ jak najnizsza. Wskaznik zbieznoS$ci
ponadto, okresla warto$¢ wspolczynnika determinacji, ktdry dany jest wzorem ponizszym

R =1-¢

Wskaznik ten informuje jaki procent zmiennosci zmiennej objasnianej wyjasniony zostat
zmienno$cia zmiennej objasniajace;.

W przypadku regresji liniowej, takze wielorakiej nalezy przeprowadzi¢ jeszcze kilka
analiz wchodzacych w sktad analizy reszt regresyjnych potwierdzajacych przydatnos¢ skon-
struowanego modelu w celach prognostycznych.

Wspblezynnik determinacji dany jest w tym przypadku wzorem

n
2
r e
2 ce iml

—1_ —-1-
y'y-n@y S 0,3

(okresla, jaka czgs¢ zmiennosci cechy zaleznej jest wyjasniona zmiennoscia cechy niezaleznej).
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Oszacowane parametry oraz skonstruowany model pozostaje jeszcze sprawdzi¢ pod
wzgledem uzytecznosci bowiem nie kazdy model nadaje si¢ do dalszego za jego pomoca
wnioskowania statystycznego. Jak interpretowac oszacowane parametry modelu oraz, czy
sa one statystycznie istotne. Oczywistym jest ze najpierw nalezy odpowiedzie¢ na to drugie
pytanie, inaczej nie bedzie sensu udzielania odpowiedzi na pytanie pierwsze.

3. Bootstrapowa estymacja parametrow funkcji regresji

Do estymacji parametrow funkcji regresji poza opisanymi juz szeroko metodami klasycz-
nymi mozemy wykorzysta¢ metody nieklasyczne tj. metody bootstrapowe [4].

Bootstrapowa estymacja punktowa parametrow funkcji regresji oparta na estymato-
rach uzyskiwanych metoda najmniejszych kwadratow (MNK).

Niech dany bedzie model postaci

V= f(X,B)+E dlai=1,..,n

gdzie:
vy, — realizacje zmiennej objasnianej (zaleznej),
X, — realizacja wektora zmiennych objasniajacych (niezaleznych),
&, — warto$¢ skladnika losowego dlai =1, ..., n,

i
B — wektor nieznanych parametrow.

Model ten opisuje zalezno$¢ migdzy zmienna Y i wektorem zmiennych objasniajacych X.
Niech B bedzie MNK-estymatorem parametru 3 lub wartoscia tego estymatora. Osza-
cowania warto$ci sktadnikéw losowych sa wowczas okreslone wzorem

&=y /(X.B) dai=1,..n

Zdefiniujemy rozktad postaci

P(Z:%,.):% dlai=1,...n

A

Wedlug tego rozktadu generujemy probe bootstrapowa‘(%f, ...,?‘;Z),a nastgpnie two-

rzymy prébQ(Yl*, Y ), ktorej realizacjami sa wartosci ( Vs oV ) okreslone wzorem

! :f(X,,ﬁ)+gj dlai=1,..,n

Wartoéci y, , ..., ¥, wykorzystujemy do ponownego oszacowania metoda MNK parame-
trup.
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Estymacje¢ przeprowadzamy dla modelu
v =f(X,,B)+& dlai=1,..,n

gdzie &i jest sktadnikiem losowym w utworzonym modelu.

Przedstawiony schemat generowania ciggdéw (&:, b ) i wyznaczania oszacowania
parametru } powtarzamy N razy. W wyniku otrzymujemy wartosci (Bf, By ), ktdére okres-

laja bootstrapowy rozktad MNK-estymatora [3 Na ich podstawie mozna wyznaczy¢ histo-
gram, ktory graficznie przedstawi ten rozktad.
Jezeli przez B* oznaczymy estymator bootstrapowy parametru 3, to mozna wykazaé, ze

charakteryzuje si¢ on nastgpujacymi wlasnosciami
E(B*) =Bi COV(B*) =6’ (XTX)_l
gdzie ﬁ jest wartoécia MNK-estymatora parametru, X' = (X .6 )

oraz 6’ =%§[y,. —f(X,.,LS))T.

4. Oszacowanie funkcji regresji metoda klasyczna i bootstrapowa

W celu oceny mozliwosci wykorzystania nieklasycznych metod statystycznych w prob-
lematyce estymacji parametrow modeli stochastycznych przeprowadzono obliczenia zalez-
nosci funkcyjnych pomiedzy uzyskiem i zawartoscia miedzi w nadawie. Obliczenia prze-
prowadzono dla $rednich miesi¢gcznych wynikéw technologicznych za rok 2005 z Oddziatu
Zaktady Wzbogacania Rud KGHM Polska Miedz SA Rejon Polkowice oraz Lubin. Esty-
macje parametrow powyzszej zaleznosci metoda klasyczng MNK wykonano wykorzystujac
pakiet statystyczny STATISTICA 6.0, za$ obliczenia metodyka bootstrap przy uzyciu arku-
sza kalkulacyjnego.

Na podstawie tych danych metoda najmniejszych kwadratow, a nastgpnie metoda boot-
strapowa dokonywano oszacowania parametrow modelu

Yo =a,+ax, +§,

gdzie:
¥, — uzysk miedzi — g,
x, — zawarto$¢ miedzi w nadawie — a,
a,,a, — oszacowywane parametrow modelu,

§, — skladnik losowy.
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Estymacja parametréw funkcji regresji metoda najmniejszych kwadratow

Estymacjg parametrow zalezno$ci uzysku od zawartosci miedzi w nadawie metoda
klasyczna MNK wykonano wykorzystujac pakiet statystyczny STATISTICA 6.0. Wykresy
zaleznos$ci zmiennej uzysku od zawartosci miedzi w nadawie dla O/ZWR Rejon Polkowice
oraz Lubin przedstawiono na rysunku 1. Sa one pomocne w wyznaczaniu zaleznosci funkcyj-
nych pomigdzy zmiennymi umozliwiajac zorientowanie si¢ o charakterze tej zaleznosci [1].

a) Wykres rozrzutu - O/ZWR Rejon Polkowice
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b) Wykres rozrzutu - O/ZWR Rejon Lubin
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Rys. 1. Zalezno$¢ uzysku miedzi w koncentracie od zawarto$ci miedzi w nadawie dla:
a) O/ZWR Rejon Polkowice; b) O/ZWR Rejon Lubin
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W tabeli 1 przedstawiono wyniki oszacowania dla parametréw réwnania zaleznosci
uzysku od zawarto$ci miedzi w nadawie metoda klasyczna MNK.

TABELA 1
Wyniki estymacji parametréw zaleznoS$ci uzysku od zawartos$ci miedzi w nadawie
metoda klasyczng MNK

Podsumowanie regresji zmiennej zaleznej: Uzysk €
R*=0,8674, F(1,10) = 72,973, p < 0,00001, S, = 0,14218
O/ZWR B S tang;fgow #(10) poziom p
Rejon Polkowice 4
do— Wyraz 78,404 1,26 62,1137 0,000000
wolny
a 5,500 0,64 8,5424 0,000007
Podsumowanie regresji zmiennej zaleznej: Uzysk €
R*=0,0146, F(1,10) = 0,14831, p < 0,70822, S, = 0,38414
O/ZWR B S tang;?gow «(10) poziom p
Rejon Lubin y
do —— Wyraz 84,911 3,49 24,3298 0,00000
wolny
a 1,069 2,78 0,3851 0,70823

Uzyskano wigc metoda MNK nastepujaca postac funkceji regres;ji:

— O/ZWR Rejon Polkowice
v, =78,404 +5,500x,

lub
£=178,404+5,500a
— O/ZWR Rejon Lubin
vy, =84,911+1,069x,

lub
£=84,911+1,0690

Oszacowane zaleznos¢ cechuja si¢ dla O/ZWR Rejon Polkowice wysoka wartoécia R
(86,74%) oraz istotnoscia wspotczynnika przy zmiennej niezaleznej (zawartos¢ miedzi w na-
dawie — o) a; a takze duza doktadno$cia z uwagi na niskg warto$¢ sredniego odchylenia
przecigtnego S, = 0,14. Dla O/ZWR Rejon Lubin nieistotno$¢ wspotczynnika przy zmienne;j
niezaleznej a; oraz bardzo niska warto$¢ wspolczynnika determinaciji R, jedynie $rednie
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odchylenie przecigtne S, rowne 0,38 mozemy uzna¢ za zadowalajace (nalezy jednak pamig-
tac¢ ze ta warto$¢ Sredniego odchylenia przecigtnego wynika z niewielkiego zakresu zmien-
nosci uzysku miedzi — rys. 1b.). Uzyskane warto$ci szacowanego rownania dla O/ZWR
Rejon Lubin powoduja ze nalezy je uznaé za nieistotne. Przyczyna sa tzw. odstajace war-
tosci ktore zostaly zaznaczone na rysunku 1b dla ktorych uzyskano przy niskich warto$-
ciach zawartosci miedzi bardzo rozbiezne warto$ci uzysku. Powodem tych rozbieznos$ci
poza bledami oznaczen, ktore nalezy z uwagi na stosowane procedury wykluczy¢ zmiana
wzbogacalno$ci przerabianej rudy na skutek zmiany sktadu mineralogicznego. Z uwagi na
fakt iz nie samo zagadnienie uzyskania poprawnego modelu byto przedmiotem niniejszych
rozwazan przeprowadzono dalsze obliczenia oszacowania parametréw modelu metoda
bootstrapowa.

Bootstrapowa estymacja parametrow funkcji regresji

Do oszacowania parametréw modelu metoda bootstrapowa zastosowano opisana pro-
cedure, przyjmujac liczbg szacowan N = 1020. Uzyskane rezultaty przedstawiono w tabeli 2.

TABELA 2
Statystyka oszacowanych parametré6w modelu metoda bootstrapowa
N Srednia | Minimum | Maksimum Odchylenie
waznych standardowe
O/ZWR | 4 — wyraz wolny | 1020 78,566 74,53 81,79 1,12
Rejon
Polkowice | @1 1020 5,417 3,78 7,47 0,57
O/ZWR | ) — wyraz wolny | 1020 84,755 73,91 95,05 3,03
Rejon
Lubin a 1020 1,175 -7,02 9,83 2,41

Na rysunkach 2 i 3 przedstawiono za$ histogramy rozkladéw tych parametréw uzyska-
ne na podstawie 1020 bootstrapowych repetycji.

Oszacowanie parametrow modelu przy pomocy metody bootstrap umozliwia szersza
analize poréwnawcza uzyskanych wynikéw. Wynika z niej ze dla rownania O/ZWR Rejon
Polkowice uzyskano mniejsza zmiennos$¢ dla wspotczynnikow a; i ap. Z uwagi na brak is-
totno$ci uzyskanego réwnania dla O/ZWR Rejon Lubin nie ma mozliwosci jego interpreta-
cji z uwagi na prowadzony proces technologiczny a w szczegdlno$ci porownania z warto$-
ciami uzyskanymi dla O/ZWR Rejon Polkowice. Uzyskanie poprawnej zaleznosci funkcyj-
nej pomigdzy badanymi zmiennymi umozliwia ocen¢ wptywu wzrostu zawarto§ci miedzi
w nadawie na warto$¢ uzysku. Z réwnania uzyskanego dla O/ZWR Rejon Polkowice wyni-
ka ze wzrost zawartosci miedzi w nadawie o 0,1% powoduje wzrost uzysku o 0,54%. Oczy-
wiscie na warto$¢ uzysku ma wpltyw w gldwnej mierze poprawnie prowadzony proces
wzbogacania, jednak z uzyskanego rownania ptyna pewne korzysci praktyczne np. mozli-
woS$¢ poréwnania uzyskanych wartosci uzysku przy zmiennej zawartosci miedzi w nadawie.
Ma to miejsce w sytuacji wprowadzania zmian w prowadzonej technologii czy tez zastoso-
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7

wania nowych urzadzen i ocenie o ile udato si¢ dzigki temu poprawic¢ skutecznos¢ prowa-

7

dzonego procesu co mierzymy migdzy innymi uzyskiem, ktérego warto$¢ zgodnie ze wzo-
rem obliczamy przy pomocy wilasnie zawartosci sktadnika uzytecznego w nadawie.

ap O/ZWR Rejon Polkowice

ao O/ZWR Rejon Lubin
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5. Whnioski

Nieklasyczne metody statystyczne, a w szczegodlnosci wnioskowanie nieparametrycz-
ne (nieparametryczna estymacja parametrow i charakterystyk funkcyjnych rozktadu czy tez
testow nieparametrycznych), pozwalaja na weryfikacj¢ zatozen metod parametrycznych,
a dodatkowo przy niespetnionych zatozeniach utatwiaja znalezienie wielu innych mozliwych
podejsc.

Metody bootstrapowe pozwalaja wlasnie wyznaczy¢, nie tylko oszacowania parame-
trow (w tym ich przedziaty ufno$ci), ale takze aproksymacje rozktadow estymatoréw zasto-
sowanych do poczatkowej oceny tych parametrow np. tak jak w analizowanym przypadku
rozktadu MNK-estymatoréw parametréw rozpatrywanej funkcji regresji. Mozliwa staje¢ si¢
wigc szersza analiza uzyskanych wynikéw wyznaczonej zaleznosci funkcyjnej dla bada-
nych parametréw. W analizowanym przypadku moze to by¢ analiza zmienno$ci uzyskane;j
zaleznosci pomigdzy uzyskiem a zawarto$cia miedzi w nadawie dla okresow miesigcznych
czy tez pomigdzy poszczeg6lnymi Rejonami Oddzialu Zaktady Wzbogacania Rud KGHM
Polska Miedz SA.

Problem wykorzystania metod nieklasycznych w tym bootstrapowych w ocenie zalez-
nosci funkcyjnych parametrow, wymaga bardziej szczegdtowej analizy teoretycznej oraz
rachunkowej na wigkszym materiale obserwacyjnym co bedzie przedmiotem dalszych prac.
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