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SKLADANIE ROZKI’_ADOW WIELKOSCI ZIAREN
OTRZYMANYCH Z ROZNYCH METOD POMIAROWYCH**

1. Wstep

Najczesciej uzywang metoda analizy wielko$ci ziarna jest przesiewanie na sitach czyli
tzw. analiza sitowa. Metodg t¢ mozna zastosowa¢ dla ziaren powyzej pewnego granicznego
rozmiaru otworu sita. Tymczasem, wazne informacje zawarte sg czgsto w rozktadzie wiel-
kosci ziaren ponizej tej wielkosci. Zatem przesiewanie stosuje sig¢ dla ziaren powyzej przy-
jetej granicy wielkosci sita a pomiary drobniejszych frakcji przeprowadza sig, na przyktad,
metodami sedymentacyjnymi. W sedymentacji za rozmiar wielko$ci ziarna przyjmuje si¢
Srednicg¢ Stokesa, ktora nie jest rowna wielkosci sitowej. Z tego powodu konieczne jest
stosowanie okreslonej metodologii faczenia tych dwoch analiz zgodnie z wielkoscia sitowa
[8, 11]. Potaczenie analizy drobnych ziaren z analiza sitowg jest dobrze znanym problemem
w analizie drobno zmielonych materiatow.

Czegsto stosowana metoda uzgodnienia rozkladéw wielko$ci ziaren otrzymanych na
dwoch réznych urzadzeniach pomiarowych jest stosowanie tzw. §redniego wspotczynnika
ksztattu [1, 3, 5]. Poniewaz probka przemystowa zawiera zazwyczaj ziarna o réznorakich
ksztattach, wyznaczenie tego wspolczynnika na drodze analizy jest dosy¢ skomplikowane
[6, 7]. Istnieja opracowania w literaturze dotyczace tego zagadnienia, migdzy innymi w pub-
likacji [2] probowano rozwiaza¢ ten problem poprzez okreslenie rozktadu wielkosci otrzy-
manych z analizy za pomoca dyfraktometru laserowego i taczenie go z analizg sitowa. Do-
konywano tego definiujac wspotczynnik ksztattu jako stosunek wielkosci ziarna, bgdacego
mediana (dso), sposrod ziarn, ktore przeszly przez sito do rozmiaru oczka tego sita. Nie ma
jednakze dowodu na to, ze taka definicja wspotczynnika ksztattu jest prawidlowa.

Inni autorzy [4] przedstawili metodg faczenia rozktadow wielkos$ci ziaren otrzymanych
przez analizg sitowa z rozktadem wielkoSci ziaren otrzymanym przez analiz¢ sedymenta-
cyjna. Przyjeli oni, ze rozktad wielko$ci ziaren otrzymany z analizy sitowej podlega rozkta-
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dowi Gaudina-Andreyeva-SchuhmannaP(x) = (%} , gdzie x to rozmiar sita a P(x) ozna-

cza prawdopodobienstwo, ze wielko$¢ ziarna jest mniejsza niz przyjete x. Uzywajac odpo-
wiedniej funkcji przejscia zdefiniowali, na bazie analizy sitowej, rozklad wielkos$ci ziaren
uzyskany z metody sedymentacyjne;.

2. Model matematyczny

Przypus$émy, ze rozktad wielko$ci otrzymany przy analizie sitowe]j podlega rozktadowi
o dystrybuancie P(x). Zat6zmy, Zze prawdopodobienstwo przejscia ziaren, ktore w analizie
sitowej miescity si¢ w przedziale (x, x + dx), na skutek analizy sedymentacyjnej do klasy zia-
ren mniejszej niz w jest okreslone przez funkcje F(w, x). Dystrybuante rozktadu wielkosci
ziaren uzyskanej metoda sedymentacyjna okresla wowczas funkcja

0()= | F(mx)p(x)ax 0

x=0

gdzie p(x) oznacza ggstos¢ rozkladu wielkosci ziaren z metody sitowej
p(x)=P'(x) @

Jako funkcjg przejscia F(w, x) mozna przyjac:
— dystrybuantg rozktadu logistycznego

—_— 1 .
1+ (Wj
L
— dystrybuantg¢ rozktadu logarytmiczno-normalnego
o)

F(w,x):ﬁ I exp(—%)du 4

x>0, w>0, A>0, p>0 3)

— dystrybuant¢ rozktadu normalnego

F(w,x)z ! jexp[—MJdu 5
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Jezeli przyjmiemy, ze rozktad wielkos$ci ziaren podlega rozktadowi o dystrybuancie
P(x) = (%} to odpowiednie rozktady wielkosci ziaren otrzymane metoda sedymentacyjna
beda miaty postac:

— dla dystrybuanty rozktadu logistycznego

1 mx™!

Q(W)ZJ.—4k—mdx (6)
01+(W]
px

— dla dystrybuanty rozktadu logarytmiczno-normalnego

uZ mxmfl

Q(w):.([ j ﬁexp[—;jdexdu (7)

— dla dystrybuanty rozktadu normalnego

O(w)= ! L \/;_mexp(_(w;u) Jm]){c dxdu (8)

3. Charakterystyki materialow przyjetych do badan

3.1. Wybor materialéw i metod analitycznych

Do badan wybrano dwa materialy jednorodne o zréznicowanym charakterze powierzchni:
piasek kwarcowy oraz magnezyt. Do okre$lenia sktadu ziarnowego badanych materiatéw
przyjeto dwie metody pomiaru wielkosci ziaren: metode sitowa jako wstgpna oraz metode
sedymentacyjna.

Materialy rozdrobniono ponizej 0,2 mm w kruszarce walcowej, a nastgpnie mielono
w miynku porcelanowym o $rednicy 200 mm zawierajacym 1,2 kg kulek porcelanowych
o $rednicy 20 mm. Czas mielenia dobrany byt na zasadzie, ze ponad 90% materiatu powinna
stanowi¢ klasa < 100 pm. Czas ten byt zréznicowany i wynosit dla piasku kwarcowego —
14 godz. a dla magnezytu — 2 godz.. Otrzymane materialy rozdzielono nastgpnie na waskie
klasy ziarnowe na sitach o wielko$ciach otworow: 125; 90; 71; 63; 50; 40; 32;1 25 pm.

Analiza sitowa

Jest to najprostsza metoda okreslania sktadu ziarnowego materiatu, polegajaca na roz-
sianiu go na klasy ziarnowe za pomoca zestawu sit o okreslonych wielkosciach otworow.
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Przesiewanie na sitach stosuje si¢ przeprowadzajac oznaczenie metoda sucha lub mokra
wedtug normy PN-75/H-04933.
Dolna graniczna wielko$¢ otwordw sit stosowanych do analizy wynosi praktycznie 20 pm.

Analizy sedymentacyjne

Zasada analizy sedymentacyjnej okreslona przez PN-75/H-04939 opiera si¢ na stwier-
dzeniu, ze opadanie czastek w zawiesinie pod wptywem sity cigzkosci odbywa si¢ zgodnie
z wzorem Stokesa

d = flg—“ h )
g(q,—q,) V1

gdzie:
v — predkos¢ opadania ziaren, m/s;
t — czas trwania opadania, s;

h — droga (wysoko$¢) opadania, m;

p — lepkosc cieczy, Ns/m;

g1 — gestos¢ ziarn, kg/m’;

g, — gestos¢ cieczy sedymentacyjnej, kg/m?;
d, — S$rednica efektywna ziarna, m;

g — przyspieszenie ziemskie, m/s’.

Wzor Stokesa jest stuszny, jezeli ziarna poruszajg si¢ wzgledem osrodka ruchem lami-
narnym. Przyjmuje si¢, ze zachodzi taki przeplyw, jesli wartos¢ liczby Reynoldsa zawiera
si¢ w granicach 0,4+10. Zachowanie tego warunku okresla tez granice dolng i gorna sto-
sowania metod sedymentacyjnych.

Przyktadowo w przypadku materiatow o gestoéci rzedu 2500 kg/m’ nie powinno sie
oznacza¢ ta metoda uziarnienia powyzej 60 pm. Dolna granica moze w tym przypadku wy-
nosi¢ okoto 1+2 um. W praktyce stosuje si¢ prawo Stokesa do ziaren o ksztalcie réznym od
kulistego i dlatego wyznacza sig nie ich rzeczywista wielkos¢ lecz $rednicg efektywna d,
(inaczej stokesowska) [1, 3].

4. Polaczenie rozkladéw wynikéw wielkoSci ziaren
otrzymanych przy pomocy analizy sitowej i sedymentacyjnej
dla piasku kwarcowego i magnezytu

Ponizej zaprezentowano metodg potaczenia rozktadow analiz granulometrycznych otrzy-
manych metoda analizy sitowej i sedymentacyjnej dla dwoch materiatow: piasku kwarco-
wego 1 magnezytu. Otrzymane wyniki przedstawiono w tabeli 1.
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TABELA 1
Wyniki analizy sitowej dla piasku kwarcowego i magnezytu

Piasek kwarcowy Magnezyt

d;, pm n;, % Fd), % d;, pm n;, % F(d), %
25 13,71 13,71 32 432 43,2
32 1,31 15,02 40 5,53 48,73
40 10,92 25,94 50 3,57 52,3
50 5,47 31,41 63 5,58 57,88
63 6,33 37,74 71 5,13 63,01
71 4,74 42,48 90 11,29 74,3
90 14,42 56,9 125 14,52 88,82
125 21,25 78,15 160 10,16 98,98
160 21,84 99,99

gdzie: d; — rozmiar sita, n; — udziat wagowy w i-tej klasie, F(d;) — dystrybuanta empiryczna dla wielko$ci ziarna

Dla obu materiatéw zastosowano aproksymacj¢ krzywych sktadu ziarnowego o dystry-
buancie rozktadu GSA

P(d):(;jm (10)

gdzie:
k — wymiar ziarna maksymalnego,
m — parametr ksztattu.

Dla piasku kwarcowego funkcja P(d) ma postaé

d 1,094
P(d)=
(a) (154,31]

Dla magnezytu za$

d 0,528
P(d)=
() (163,43}

Wartosci teoretyczne porownano z wartosciami empirycznymi co przedstawiono na ry-
sunku 1.
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Rys. 1. Dystrybuanta sktadu ziarnowego: a) piasek kwarcowy; b) magnezyt

Jako miarg zgodnos$ci rozktadu teoretycznego i empirycznego przyjgto odchylenie resztko-
Wwe, wyrazone wzorem

> (0(m),, ~0(m),, )

s =A|- 11
, — (1)

gdzieQ(w,) jest zadane wzorem (12) lub (13), natomiast O (w, )emp oznacza warto$é dys-

trybuanty empirycznej dla analizy sedymentacyjne;.

284



Analizg sedymentacyjna dla piasku kwarcowego wykonano w klasie 0+25 um, a dla
magnezytu w 0+32 pm. Wyniki zawarto w tabeli 2.

TABELA 2

Wiyniki analizy sedymentacyjnej dla piasku kwarcowego
z zakresu 0+25 pm oraz magnezytu z zakresu 0+32 pm

Kwarc Magnezyt

d;, pm F(d), % d;, pm F(d), %
3,67 5,65 5 67,44
4,63 8,13 6 75,08
5,83 14,56 7 78,02
7,35 23,85 8 79,8
9,26 30,98 9 82,64
11,7 43,57 10 84,77
14,7 53,06 12 86,29
18,5 69,01 14 87,92
233 76,65 16 89,72
29,4 84,07 18 90,94
37 86,48 20 92,42
50 100 22 93,45
24 94,85

26 95,97

28 96,91

29 97,64

30 97,79

32 98,19

35 98,6

80 98,87
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Jako rozktad teoretyczny wielko$ci ziarna w analizie sedymentacyjnej przyjgto rozktad
oparty na funkcji rozmycia, tzn. dystrybuancie rozktadu logistycznego i logarytmiczno-nor-
malnego — wzory (6) 1 (7):

— dla dystrybuanty rozktadu logistycznego:

+0 0,094
O(w)= I M dd — dla piasku kwarcowego (12)

0 w
I+ —
(ud}

o0 0,471
O(w)= I %dd — dla magnezytu (13)

0 w
I+ —
(Mdj
— dla dystrybuanty rozktadu logarytmiczno-nornalnego

i)
T2 0,004174%% u’
= - —— |dudd — dla piasku kwarcowego 14
Q(w) _([J; \/ﬂ exp( 2Ju piasku kwarcoweg (14)

+t0 o —-0,471 2
Q(w) = I :[c %exp(—%j dudd — dla magnezytu (15)

Parametry p i A sa dobierane w zaleznos$ci od badanego materiatu (tab. 3). Jako parametr
1 (parametr ksztattu) przyjmuje sig i = %, gdzie wsy oznacza mediang dla analizy sedymen-
tacyjnej a cz jest Srednia geometryczna wielkosci ziarna, otrzymanej przy analizie sitowej
z analizowanego przedziatu wielkosci.

Parametr A jako parametr rozrzutu otrzymuje si¢ stosujac metodg najmniejszych kwa-
dratéw, minimalizujac funkcjg f{A) dang wzorem

2
r=x(em),, -e(w).,) (16)
Opierajac si¢ na pracy [4], dla rozktadu logarytmiczno-normalnego przyjmuje si¢ pa-
1,617

rametr p identycznie jak dla rozktadu logistycznego, natomiast ¢ =

Poréwnano wyniki dystrybuanty teoretycznej Q(w) z dystrybuanta empiryczna dla analiz
sedymentacyjnych i wyniki zaprezentowano na rysunku 2.
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TABELA 3

Wartos$ci parametrow stosowanych funkeji

n A c
Piasek kwarcowy 1,0986 2,4087 0,6713
Magnezyt 0,2317 1,4350 1,1268
a) 1 4.’_74.
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Rys. 2. Poréwnanie dystrybuanty empirycznej i teoretycznej dla rozktadu wielkoSci ziarna
otrzymanego z analizy sedymentacyjnej dla piasku kwarcowego — klasa 0+25 pm:
a) rozktad logistyczny; b) rozktad logarytmiczno-normalny
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Rys. 3. Poro6wnanie dystrybuanty empiryczne;j i teoretycznej dla rozktadu wielkosci ziarna
otrzymanego z analizy sedymentacyjnej dla magnezytu — klasa 0+32 um:
a) rozktad logistyczny; b) rozktad logarytmiczno-normalny

Poréwnano rowniez wyniki dystrybuant teoretycznych dla analizy sitowej i dla analizy
sedymentacyjnej. Wyniki przedstawiono na rysunkach 41 5.
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Poréwnujac otrzymane wykresy wida¢, ze dla piasku kwarcowego, stosujac zardbwno
rozktad logistyczny, jak i rozktad logarytmiczno-normalny — wykresy sktadu ziarnowego
sa do siebie zblizone, za$ dla magnezytu odbiegaja od siebie.

a) 0,9
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07 1| —ill— Dystr.teor.dla sedymentacji
06 /
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0,1
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wielkos¢ ziarna, pm

Rys. 4. Porownanie wykresow dystrybuant rozktadow

przy analizie sitowej i sedymentacyjnej dla piasku kwarcowego — klasa 0+25 um:
a) rozklad logistyczny; b) rozktad logarytmiczno-normalny
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Rys. 5. Porownanie wykresow dystrybuant rozktadow
przy analizie sitowej i sedymentacyjnej dla magnezytu — klasa 0+32 um:
a) rozklad logistyczny; b) rozktad logarytmiczno-normalny

Aby mozna bylo potaczy¢ oba rozkltady nalezy wielko$¢ ziarna otrzymanego w ana-
lizie sedymentacyjnej podzieli¢ przez p aby otrzyma¢ odpowiednia wielko$¢ ziarna na si-
cie. Jest to przyblizona aproksymacja wielkosci ziarna na sicie.

W celu doktadniejszego okreslenia rozmiaru sita nalezaloby dokona¢ transformacji od-
wrotnej, czyli wyznaczy¢

P(d)=T"(0(w))
gdzie T"' oznacza transformacje odwrotng do transformacji zadanej wzorem (1).
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Wykres taczony rozktadow wielkosci ziarna otrzymanych za pomocg analizy sitowej
i sedymentacyjnej przedstawiono na rysunkach 61 7.
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Rys. 6. Wykres taczonej dystrybuanty dla analizy sitowej i sedymentacyjnej — piasek kwarcowy:
a) rozktad logistyczny, b) rozktad logarytmiczno-normalny
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Rys. 7. Wykres taczonej dystrybuanty dla analizy sitowej i sedymentacyjnej — magnezyt:
a) rozklad logistyczny, b) rozktad logarytmiczno-normalny

5. Uwagi koncowe

Proponowana metodyka badan sprowadza si¢ zasadniczo do ustalenia funkcji rozmy-
cia, a w zasadzie do ustalenia jej parametrow. Zastosowane w pracy funkcje logistyczna
i logarytmiczno-normalna sa funkcjami dwuparametrycznymi. Parametry te ustalono metoda
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najmniejszych kwadratow (parametr A) a pozostate wedlug dotychczas stosowanych regut.
Wielko$¢ tych parametrow zalezy od rodzaju rozdrabnianego materiatu, jak réwniez od
ksztattu 1 wielkosci ziaren. Analizowane przypadki pokazatly, ze mimo bardzo dobrego do-
pasowania rozktadu teoretycznego wielkosci ziarna w analizie sitowej (w tym przypadku
rozktad GSA), dla matych rozmiardéw ziarna nastgpuja znaczne rozbieznosci z rozktadami
teoretycznymi dla analizy sedymentacyjnej (zwlaszcza w przypadku magnezytu). Uzasad-
nione jest wigc taczenie rozktadow dla analizy sitowej (dla wigkszych ziaren) z rozktadami
dla analizy sedymentacyjnej (dla ziaren matych rozmiaréw). Rozktad taczony jest rozkta-
dem innego typu niz przyjety rozktad teoretyczny dla analizy sitowe;.
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