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1. Wstep

Rozktady wielko$ci ziarn w materiale uziarnionym podlegajacym procesom przerdb-
czym (w nadawie i produktach) sa rozktadami, ktére wzbudzaja najwicksze zainteresowa-
nie ze wzgledu na to, ze generuja one rozktady innych cech ziarn decydujacych o przebiegu
proces6w rozdzialu (wzbogacania). Sama zmiana rozktadu wielkosci ziarn podczas roz-
drabniania gra kluczowa role w ocenie naktadow energetycznych oraz ocenie samego mate-
riatu pod wzgledem jego podatnosci na rézne procesy przerdbeze. Funkcje gestosci roz-
ktadow (dystrybuanty) wielkos$ci ziarn graja kluczowa rol¢ w modelowaniu heurystycznym
wielu proceséw rozdziatu. Wymienione wyzej powody zadecydowaly o tym, ze wzory opi-
sujace krzywe sktadu ziarnowego (wzory aproksymacyjne) pojawity si¢ juz bardzo dawno,
przy czym nie ma ostrych (jednoznacznych) zasad ich wyboru i kazda aproksymacja wy-
maga uzasadnienia wlasciwos§ciami materialu, przebiegiem proceséw rozdrabniania a takze
rodzajem analizy stosowanej do okreslenia udzialow klas w badanym materiale (zwlaszcza
w zakresie ziarn bardzo drobnych).

2. Uwarunkowania aproksymacji
rozkladow wielkosci ziarn produktow

Teoretyczne podejscie do okreslania rozktadow wielkosci ziarn produktow rozdrabnia-
nia przedstawili Kotmogorow i Epstein, ktorzy wykazali, ze przy pewnych zalozeniach
dotyczacych przebiegu dlugotrwatego (wielokrotnego) rozdrabniania, rozktady wielkosci
ziarn produktéw sa rozktadami logrytmiczno-normalnymi [1, 5].
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Epstein rozwazat proces rozdrabniania jako sekwencj¢ kolejnych kruszen i po przyje-
ciu zatozen mowiacych, ze prawdopodobienstwo skruszenia ziarna o rozmiarze (wielkosci)
y W n-tym kruszeniu jest state i niezalezne od y oraz od obecnosci innych ziarn (moze by¢
zalezne od n) oraz, ze uzyskiwana dystrybuanta (okre§lana na zasadzie stosunku mas) wa-
runkowego rozktadu wielko$ci ziarn produktu F' (x | y) jest niezalezna od y w tym sensie, ze
udzial masowy ziarn majacych wielko$¢ mniejsza od ky,(gdzie k € (0,1)) powstajacy z jed-
nostkowej masy ziarn o wielkosci y jest niezalezny od y, wykazat ze po n kruszeniach dys-
trybuanta rozktadu wielkosci x jest dystrybuanta rozktadu asymptotycznie logarytmiczno-
normalnego.

Dowdd tego stwierdzenia sprowadza si¢ do wykazania, ze zmienna losowa X, ozna-
czajaca wielko$¢ ziarna po n-tym kruszeniu jest iloczynem (n+1) niezaleznych zmiennych
losowych, co pozwala na zastosowanie twierdzenia Linderberga-Levy’ego [2, 3] dla loga-
rytmu X, lub (w wersji asymptotycznej) centralnego twierdzenia granicznego.

Generalnie rzecz biorac zatozenie Epsteina mozna uzna¢ za zgodne z rzeczywistoscia
dla materiatéw jednorodnych kruszonych dostatecznie glgboko (do drobnego uziarnienia).
Jezeli mamy do czynienia z rozdrabnianiem wstgpnym lub rozdrabnianiem materiatdw nie-
jednorodnych pod wzgledem wilasciwosci fizycznych, to osiagnigcie rozktadu logarytmicz-
no-normalnego wielko$ci ziarn produktu jest malo realne, poniewaz poszczegdlne klasy
nadawy maja rozne dystrybuanty dla produktow, a krotnos$¢ kruszenia nie jest wystarczaja-
ca do osiagnigcia rozktadu asymptotycznego.

Nalezy takze zaznaczy¢, ze przy niewielkich krotnosciach kruszenia jest zauwazalny
wplyw rozktadu wyjsciowego na rozktad koncowy.

Ogolna uwaga wynikajaca z przestawionych rozwazan jest, ze sktad ziarnowy produk-
tu zmienia si¢ w zaleznosci od glebokosci rozdrabniania. Mozna wyobrazi¢ sobie, ze jezeli
mamy do czynienia z materialem zawierajacym ziarna skrystalizowane, to w momencie
osiagnigcia rozluzowania tych ziarn rozktad ich wielko$ci moze mie¢ charakter rozktadu
normalnego lub logistycznego, poniewaz ziarn skrajnie drobnych powinno by¢ bardzo mato
(rozdrobnienie krysztalow) i nie powinny wystepowac ziarna duze (nierozdrobnione ,,sklej-
ki” krysztatow).

Warto zwrdci¢ uwagg na jeszcze jedno ogolne zagadnienie, ktore ma istotny wplyw na
dobor wzorow aproksymujacych krzywe sktadu ziarnowego surowcéw mineralnych. Zgod-
nie z naturg tych mineratéw proponowana dystrybuanta do opisu danych empirycznych
powinna uzyskiwa¢ warto$¢ jeden dla ziarna maksymalnego (d,.,) 1 dlatego powinny by¢
stosowane tzw. rozkltady cenzurowane przez t¢ wielko$¢.

Znanymi modyfikacjami wzoré6w Rosina-Ramlera-Bennetta sa wzory wykorzystujace

utamek mylone ze wzorami dla rozktadoéw ucigtych. Rozktady ucigte sa definiowa-

Xy —X
ne na drodze czysto teoretycznej i postacie ich funkcji ggstosci czy dystrybuant sg uzys-
kiwane analitycznie poprzez przeksztatcenia wzordw opisujacych rozktad wyjsciowy [8].
Omoéwione wyzej trzy typy rozktadéow zostana przeanalizowane w nastgpujacych czes-
ciach artykulu w oparciu o dane opisujace wyniki dlugotrwalego rozdrabniania wybranych

surowcow skalnych.
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3. Rozklady wielkos$ci ziarn produktow bedace przedmiotem
aproksymacji

3.1. Charakterystyka rozklad logistycznego

Krzywa logistyczna opisuje zmiang danego zjawiska w czasie. Za pomoca krzywej
logistycznej opisywane sa zjawiska, ktore charakteryzuja si¢ powolnym wzrostem badanej
cechy w poczatkowym etapie, potem przez pewien czas nastgpuje bardzo dynamiczny
przyrost badanej cechy, ktory potem zaczyna stabna¢ az do stabilizacji w koncowym etapie.
W postaci analitycznej rownanie dystrybuanty dane jest wzorem (rys. 1)

a
y(®) “1obe™ e

gdzie:
— wyznacza asymptote pozioma funkcji y(7);
odpowiada za przesuwanie krzywej logistycznej wzdtuz osi odcigte;;
— wyraza przyspieszenie wzrostu funkcji;
— wyraza op6znienie wzrostu funkcji.
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Zwiazek pomigdzy parametrami a, ¢ oraz k jest nastgpujacy
c=k-a.
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Rys. 1. Wykres funkcji y(f) opisanej wzorem (1)

Dystrybuanta rozktadu logistycznego moze by¢ uzywana w opisie krzywych sktadu
ziarnowego produktéw kruszenia dla zmiennej losowej wielkosci ziarna D,.
Jej postac bedzie wtedy nastgpujaca

100
O(d)=——+ 2
@) 1+be™ @
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W zaleznosci od wartosci przyjmowanych przez parametry b oraz ¢ dystrybuanta
rozktadu logistycznego przyjmuje rozne ksztatty. Rysunek 2 przedstawia rézne przebiegi tej
dystrybuanty w zalezno$ci od réznych wartoéci parametru b, natomiast rysunek 3 — rézne
przebiegi tej dystrybuanty dla réznych wartosci parametru c. Wraz ze wzrostem wartosci
parametru b nastgpuje przesunigcie wartosci medialnej w prawo a ze wzrostem wartosci
parametru ¢ zmniejsza sig rozrzut wielkosci ziaren wokot wartosei sredniej. Wielkos$¢ pre-
zentowanych ksztatltow jest posrednim dowodem mozliwosci zastosowania dystrybuanty
rozktadu logistycznego do opisu krzywych sktadu ziarnowego.
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Rys. 3. Ksztalty dystrybuant rozktadu logistycznego przy réznych wartosciach parametru ¢

Teoretyczny rozktad logistyczny opisuje zmienno$¢ badanej cechy (np. wielkosci
ziarna) w przedziale (0,+) i dlatego celowe jest jego ograniczenie (cenzurowanie) do war-
to$cl dipax.
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Dystrybuanta takiego rozktadu logistycznego bedzie miata postac

100

O(d) = (€)

1+ beic[dm:*d]

Aproksymacje rozktadem logistycznym przeprowadzamy po zlinearyzowaniu wzoru (3)

100
In (% - 1} = —cd +1In(b) 4

1 wyznaczeniu parametréw prostej y = Au + B, gdzie

B d
u= d_ —d ®)
A=—-c
B =1n(b)

Obliczenia musza by¢ prowadzone przy arbitralnie przyjetym dy.x, ktore jest wigksze
od rozmiaru najwigkszego oczka uzytych sit.

3.2. Charakterystyka rozkladu logarytmiczno-normalnego

Jezeli przyjmiemy, ze zmienna losowa In D ma rozktad logarytmiczno-normalny, to
funkcje gestosci tego rozktadu bedzie opisywaé wzor

Ind—m)*
( )
e 262

x\2no (6)

g(d) =

gdzie o jest odchyleniem standardowym a m wartoscia $rednia In D. Warto$cia przecigtna
E(D) zmiennej losowej D oraz jej odchylenie standardowe V(D) wyznaczamy ze wzorow:

E(D)= exp(m +%2J
(7

V(D) =myjexpc” —1
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Standaryzacja zmiennej losowej In D doprowadza dowolny rozktad logarytmiczno-
-normalny do rozktadu N(0,1) (tablicowego) a to tworzy podstawe do wyznaczenia wartos-
ci m i 6 metoda najmniejszych kwadratow, po przyjeciu, ze uzyskane wartosci

0, :q)ol(lnd" —mJ
c

(®, (1) — tablicowa dystrybuanta rozktadu N(0,1)) oraz In d; powinny spetnia¢ rownanie

prostej

4. Préby aproksymacji krzywych skladu ziarnowego
proponowanymi dystrybuantami rozkladow

Wyniki analiz sktadu ziarnowego zwiazane sa z okreslonym materiatem uziarnionym
oraz metoda analizy, co decyduje o przebiegu krzywych sktadu oraz o zakresie zmiennosci
wielkos$ci ziarn. Wiele zadan badawczych opartych jest na analizach sktadu ziarnowego
waskich klas zmiennosci wielkosci ziarn (okreslonych i otrzymywanych za pomoca sit),
ktore ulegaja tzw. rozmyciu (poszerzeniu zakresu) w zalezno$ci od zastosowanej metody
pomiarowej. Kazda metoda pomiarowa dostrzega ziarna w sposob dla siebie specyficzny,
co ma wpltyw na okreslenie wielkosci maksymalnej ziarna (d,,,,), zmiang przebiegu krzywej
sktadu a takze sposob prezentacji danych (np. przyrost ilosci i zmiany szeroko$ci klas).
Okazuje sig, ze te ré6znice wymuszaja zmiany w zasadach stosowania technik aproksymacji
i doboru liczby punktéw uwzglednianych w obliczeniach.

Wigkszo$¢ dotychczas prowadzonych badan dotyczacych aproksymacji krzywych
sktadu ziarnowego byta prowadzona dla wynikow analiz sitowych przy zachowaniu zasady,
ze tzw. sit drobnych bylo uzywanych wigcej niz sit o wigkszych oczkach i ostatnim sitem
byto sito na ktorym pozostawalo wzglednie niewiele materiatu. Przy analizach instrumen-
talnych obserwuje si¢ znaczny przyrost liczby klas najwigkszych o minimalnych wycho-
dach, ktore stanowia wyrazne ,,obciazenie” pozostatej liczby punktow. Kazda para punktow
lezacych na dystrybuancie ma taka sama wagg w obliczeniach przy stosowanej tradycyjnie
metodzie najmniejszych kwadratow. Metoda najmniejszych kwadratow cechuje sig¢ duza
wrazliwoscia na tzw. bledy grube (nadmierne) lub ,,punkty dzwigniowe” (odstajace od po-
zostatych) a takze diugie ,,ogony” danych (rys. 4).

W celu wyeliminowania lub zminimalizowania wplywu takich grup danych na uzys-
kane wyniki mozna zastosowa¢ inne metody estymacji, odporne na nie. Jedna z nich sa pro-
cedury medianowe [4, 6]. Mozna tez pomina¢ btedne punkty empiryczne, o ile jest mozli-
wos¢ ich zlokalizowania.
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Dla przyktadowych krzywych skladu ziarnowego wykonanych dla diabazu (klasa
0,04+0,063 mm) oraz dla magnezytu (klasa 0,063+0,071 mm) (rys. 4) mozna zauwazy¢, ze
dla ostatnich kilku klas wychody sa rowne zero lub osiagaja warto$¢ rzedu dziesiatych lub
nawet setnych czesci procenta. Punkty te wyraznie odstaja od reszty danych i znieksztalcaja
otrzymane charakterystyki.
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Rys. 4. Dystrybuanty empiryczne rozktadu wielko$ci ziarn
uzyskane laserowym miernikiem wielkosci czastek (IPS): a) dla diabazu (klasa 0,04+-0,063 mm);
b) dla magnezytu (klasa 0,063+0,071 mm)

Poczatkowo dokonano aproksymacji dla kompletnych empirycznych krzywych sktadu
ziarnowego rozkladem logistycznym. Uzyskane wyniki nie byly jednak zadowalajace, ponie-
waz bledy aproksymacji (z wyjatkiem jednej probki, dla ktorej btad wynosit 1,12%) mies-
city si¢ w przedziale 4,9+11,2% (tab. 1). Tak stabe dopasowanie teoretycznych rozkltadow
moze by¢ spowodowane wystegpowaniem w empirycznych krzywych sktadu ziarnowego ble-
dow nadmiernych, ktore w catej procedurze aproksymacyjnej pelnia rol¢ punktow dzwig-
niowych, dostosowujac ksztalt krzywej do siebie. Na rysunku 4 punkty dzwigniowe znajduja
si¢ po prawej stronie pionowej linii. Punkty te opisuja bardzo male przyrosty wychodow
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w swoich klasach, ktore tacznie nie przekraczaja 2%. Poniewaz wigc takie punkty nie wnosza
istotnych informacji mozna ,,0dcia¢” tych kilka lub kilkanascie punktow (wszystkich klas
w analizie jest w zaleznos$ci od materiatu 95+125) i dla otrzymanej w ten sposob nowych
krzywych sktadu ziarnowego przeprowadzi¢ aproksymacje. Aproksymacja ta dla nazwana
zostata aproksymacja z pominigciem. Taka procedura znacznie poprawita wyniki aproksy-
macji, warto$ci blgdow aproksymacji poza dwoma wyjatkami nie przekroczyty 8% (tab. 1).

Mozliwa metoda aproksymacji jest ucigcie rozktadu na zadanym poziomie i przyjecie,
ze w miejscu ucigeia rozktad ujmuje 100% materiatu (dzielimy wychody rzeczywiste przez
sumaryczny wychod w punkcie ucigcia). Wyniki wszystkich trzech rodzajéw aproksymacji
zostaty przedstawione w tabeli 1, a dodatkowo dla aproksymacji z ucigciem zostat podany
wychod w punkcie, w ktérym dokonano ucigcia.

TABELA 1
Wyniki trzech rodzajéw aproksymacji rozkladem logistycznym
Btad aproksymacji, %
Kamien
bez ucigcia Z pominigciem z ucigciem poziom ucigcia
Diabaz
(0.04-0,063 mm) 9,198 2,893 2,117 98,149
Magnezyt 10,946 4,566 3,401 97,73
(0,063+0,071 mm) ’ ’ ’ ’
Diabaz
(0,032+0,04 mm) 8,538 4,788 4,086 98,14
Baryt
(0.315+0.4 mm) 11,226 8,035 6,893 97,44
Diabaz 1,120 0,961 0,794 98,60
(ponizej 0,16 mm)
Porfir 7,532 7,257 6,246 97,79
Magnezyt 9,288 9,288 8,891 98,47
(ponizej 0,16 mm)
Wapien Czatkowice 4914 4,814 4,663 98,23
Wapien 7,783 7,812 7,868 98,34

W wyniku aproksymacji z pominigciem, szczegdlnie w waskich klasach ziarnowych,
rozktad logistyczny daje bardzo dobre rezultaty (dodatkowo obcigcie daje najwyzsza do-
ktadnos$¢ aproksymacji). Podsumowujac, ucigcie daje najlepsze wyniki aproksymacji, nieco
gorsze efekty daje pominigcie nadmiernej liczby punktéw ,,ogona”, natomiast najgorzej
wypadta mechanicznie wykonana aproksymacja na calym zakresie danych empirycznych.

Dla rozktadu log-normalnego doktadnos$¢ aproksymacji zwigksza si¢ ze wzrostem cza-
su mielenia (zgodnie z twierdzeniem Kotmogorowa i Epsteina [1, 5]) (tab. 2).
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TABELA 2
Wyniki aproksymacji rozkladem log-normalnym

Rodzaj kamienia Czas mielenia Btad aproksymacji
30 9,71
50 5,85
Diabaz 90 4,09
130 4,95
150 4,24
30 7,84
50 6,42
Dolomit 90 5,76
130 5,82
150 5,19
30 10,39
50 9,94
Porfir 90 5,03
130 5,41
150 4,65
30 11,02
50 10,28
zjvzzlzll(eorzzvice 20 7.84
130 7,05
150 6,74

5. Zasady wyznaczani powierzchni wlasciwej mieszaniny ziarn
na podstawie krzywych skladu ziarnowego w oparciu o mase ziarn

Przedstawione w poprzednim rozdziale wzory aproksymujace krzywe sktadu ziarno-
wego moga by¢ podstawa wielu dalszych rozwazan. W tym artykule zwrécimy uwagg na
mozliwos$¢ wyznaczenia na ich podstawie powierzchni wlasciwej proszkow, ktorych sktad
ziarnowy opisywany jest rozkladami logarytmiczno-normalnym lub logistycznym. W lite-
raturze opisywany jest szeroko i stosowany sposdb wyznaczania tej powierzchni na pod-
stawie rozktadu Rosina-Ramlera [7].
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Jezeli znany jest wagowy wychod elementarnej klasy dw, to liczba ziaren sze$ciennych
w tej klasie wynosi

d
aN ==~ ®)
xp
gdzie:
p — gestosc ziarna,
x — wymiar (dlugo$¢ krawedzi szescianu)
a powierzchnia wszystkich ziaren tej klasy wynosi
d 6d
ds = dN -6x° =Tw6x2 =2 ©)
x'p xp
Jesli przyjmiemy, ze wszystkie ziarna majg forme kuli to mamy
ds = d:” o = dw (10)
™ P *P
6

gdzie x — $rednica kuli.

Rzeczywista forma ziarna mineralnego r6zni sig od szescianu i kuli i dlatego powierzch-
nia obliczona jest mniejsza od rzeczywistej (mnoznik wyrownujacy z przedzialu 1,3+2,6).

. L . . . d
Dla mieszaniny ziarn charakteryzowanej wagowa funkcja gestosci f(x) = d_w mamy
X

aw
=)
o (1)
dw = f(x)dx
. dx dx . 2
idlaklasy | x —7,x +7 (x — w mikrometrach, s oraz S w cm®)
otrzymujemy
2
ds = LD 6(%) LSTACIL (12)
10 p x

3
X
ok
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i stad

6 104[J~f(x) ]

(13)

Dla rozktadéw logarytmiczno-normalnego oraz logistycznego catki przedstawione we

wzorze (13) maja nastepujace postacie:

— rozktad logarytmiczno-normalny

7(lnxfm)2

1 7
X —— 20 X _(lnx—m)2
J‘\/2n0x dx = 1 J‘L-e 260y
2no ;X
— rozktad logistyczny
1) = cbe ’ jlx che™ dr

(1+be=) 5% (1+be™)

(14)

(15)

Calki opisane wzorami (14) i (15) sa nieefektywne i rozwiazaé je mozna jedynie po-
przez rozwinigcie w szeregi potegowe. W obu przypadkach zastosujemy rozwini¢cia w sze-

reg Taylora dla warto$ci poczatkowej x = 1 pm i bedzie ono stosowane dla funkc;ji:

_(n x—m)2

y —e 202
1

oraz

_cbhe”
2T ey

Pierwsze kilka pochodnych dla funkcji y; ma postac:

7(—m+lnx)z

, e 2 .In(-m+Inx)

o-x
(=m+Inx)* (=m+Inx)? _(=m+Inx)?
2 2 2 2
e e 2 (-m+lnx) e ?*» (-m+Inx)
W =——F%5 7 2 2 + T 2
o X o X o X
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(7m+lnx)2 (7m+ln)r)Z 7(7m+lnx)z

i = 3e : 23 L 3e 2 : (—3m+1nx) 2 @ : (—3m+1nx) .
o X o X o X
(=m+Inx)’ (=m+Inx)’
e 2 (=m+1Inx)’ e 29 (=m+Inx)’
X c’-x

Natomiast dla y;:

;L 2b2 'CZ '6720-)( B b_CZ _efc-x
2T 0T b ey (4be)

u 6b3 .03 'ef3c«x 6b2 .03 '672c»x b'C3 .efc»x
yz = eand —cx\3 + —cx\2

(A+b-e")y (A+b-e)y (A+b-e)
o 24b4 ‘C4 .6740-,\' 36b3 'C4 _ef3c-x 14b2 'C4 _e*ZC-X b'C4 .efc-,\'

2

- + _
(+b-e*)  (I+4b-e ) (1+b-e)  (I+b-e ")

w1200 e B 240b6% -c* e 15007 ¢’ e 30b7 ¢ e

2

5 —C-2
b-c’-e "

+—
(I+b-e ")

+ - +
(1 +b-e™ " )6 (1 +b- efc~x)5 (1 +b- e*c~x)4 (1 +h-e " )3

Dla y, przyjmujac warto$¢ dla x rowna 1 mikrometr oraz parametry rozktadu uzyskane
przyktadowo z aproksymacji dla diabazu, czas mielenia 90 minut (tab. 2) wynoszace odpo-
wiednio: m = 2,803 oraz ¢ = 1,351 otrzymujemy wartosci przedstawione w tabeli 3.

TABELA 3

Kolejne wspolczynniki w szeregu Taylora
dla aproksymacji rozkladem logarytmiczno-normalnym

n 1 2 3 4 5

(n)
L'(l) 0,178474 | 0,01597 -0,0244 0,01368 | —0,00652
n!

0,00287

-0,001109

0,000288

Dla y, przyjmujemy warto$¢ x takze rowna 1 mikrometr natomiast parametry rozktadu
przyjmujemy dla aproksymacji diabazu w waskiej klasie ponizej 16 mikrometrow (tab. 1)

wynoszace: b =752,890; ¢ = 0,039.

W wyniku tego otrzymujemy wartosci kolejnych pochodnych przedstawione w tabeli 4.
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TABELA 4
Kolejne wspolczynniki w szeregu Taylora dla aproksymacji rozkladem logistycznym

n 1 2 3 4 5 6 7 8

) 2,0889 7,9473 3,0271 1,1497 4,2836 2,1778 4,7727 9,8161
n! 10° 10° 10° 10" 10" 10" 10" 107

Jak tatwo zauwazy¢ wspolczynniki z tabel 3 i 4 sa szybko zbiezne do zera (zwlaszcza
dla rozktadu logistycznego) i wyznaczanie powierzchni wiasciwej na ich podstawie moze
by¢ wzglednie tatwe.

6. Podsumowanie

Zaprezentowane w artykule zagadnienia dotyczace sposobow aproksymacji krzywych
sktadu ziarnowego uzyskiwanych réznymi metodami pomiarowymi pojawiaja si¢ praktycz-
nie po raz pierwszy i wymagaja poglebionej analizy matematycznej i rachunkowej. Propo-
nowane wzory na wyznaczanie powierzchni wtasciwej zbiorow ziarn takze wymagaja we-
ryfikacji oraz poréwnan z innymi sposobami wyznaczania tej powierzchni a takze analizy
wptywu dokladno$ci aproksymacji na uzyskiwane wyniki. Problemy te beda przedmiotem
dalszych prac autorow.
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