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1. Wstep

Dynamiczny rozwdj nauk technicznych i zwigzanych z nimi problemow ekonomicz-
nych wymaga stosowania nowych, bardziej odpowiednich i precyzyjnych metod badaw-
czych i poglebionych analiz ilosciowych. Zastosowania matematyki w zakresie nauk tech-
nicznych, a w szczegolnosci w problemach przerdbki surowcoéw mineralnych ida praktycz-
nie w kierunkach:

— wadrazania nowych metod matematycznych w opisie materialow i procesow (przede
wszystkim metod statystyki nieklasycznej);

— doskonalenie metod optymalizacji i projektowania uktadéw technologicznych;

— stosowania doskonalszych metod numerycznych w rozwiazywaniu zagadnien zwiaza-
nych z modelami matematycznymi przerobki surowcow.

W klasycznych metodach statystycznych wystgpuja zalozenia ograniczajace mozli-
wosci ich stosowania i ich niespetnienie moze prowadzi¢ do niewltasciwych rozwiazan.
Generalnie nalezy zgodzi¢ si¢ z teza Rao [8]: ,,Statystyka matematyczna jest bardziej sposo-
bem myslenia lub wnioskowania niz peczkiem recept na mtocenie danych w celu odstonie-
cia odpowiedzi”. W zwiazku z tym, aktualnie zwraca si¢ uwage na testy statystyczne pozwa-
lajace na sprawdzanie spelnienia wymaganych zalozen w przypadku konkretnych badan
empirycznych lub tworzenia innych metod wnioskowania statystycznego, w ktorych zato-
zenia te nie wystepuja.
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W wielu zadaniach przerébezych celem jest takie dobranie parametrow pracy maszyn
(moga to by¢, w szczegdlnosci, ich charakterystyki geometryczno-techniczne), ktdre pro-
wadza do optymalnego przebiegu procesow. Takie zadania optymalizacyjne moga by¢ roz-
wigzywane $rodkami czysto matematycznymi, pod warunkiem posiadania doktadnego ich
modelu heurystycznego lub metodami poszukiwania optimum na obiekcie metodami do-
$wiadczen czynnych, a w szczeg6lno$ci czynnikowych.

W literaturze [3] spotyka si¢ najczesciej opis zastosowania metod optymalizacyjnych
do flotacji (zarowno optymalizacja przebiegu, jak i optymalizacja ukladu operacji), przy
czym wigkszos¢ z nich mozna stosowa¢ do innych uktadoéw przerdbezych.

Stosowanymi technikami optymalizacyjnymi sa:

— zmodyfikowana metoda kompleksowa;

— metoda poszukiwania losowego (Monte Carlo);
— programowanie liniowe;

— procedury numeracyjne i kombinatoryczne;

— poszukiwanie bezposrednie;

— teoria potencjatu tancuchow Markowa;

— metoda dekompozycji.

Kazda z tych technik posiada jakies wady. Zmodyfikowana metoda kompleksowa jest
bardzo wrazliwa na przyjgte wstgpnie warto§ci zmiennych decyzyjnych a metoda poszu-
kiwania losowego bardzo wolno dochodzi do rozwiazania optymalnego. Programowanie li-
niowe zaktada liniowo$¢ funkcji celu i ograniczen. Procedury numeracyjne i kombinato-
ryczne stosowane do poszukiwania optymalnego uktadu nie zawsze odpowiednio generuja
rozwigzanie optymalne. Wyniki metody poszukiwania bezposredniego dla flotacji sa bar-
dzo zalezne od Zzadanego poziomu uzysku i zawartoSci w koncentracie. Teoria potencjatu
fancuchow Markowa zaktada, Zze zadany poziom uzysku koncentratu o danej zawartosci jest
niezalezny od zmian przeptywu (masy) w urzadzeniu (maszynie). Metodg¢ dekompozycji
zastosowano uwzgledniajac empiryczne metody projektowania i zasady praktyczne w celu
generowania warto$ci poczatkowych zmiennych (punkt startu) a takze macierzy przejsc
(w celu poprawy wartosci funkcji celu) [9].

Od kilkunastu lat sa stosowane algorytmy genetyczne jako komputerowy sposob
rozwiazywania wielu z przedstawionych zagadnien optymalizacyjnych. Maja one takze za-
stosowanie do estymacji parametrow we wzorach tworzacych modele heurystyczne po-
szczegblnych urzadzen, czy ich uktadow.

Prezentowany artykut bedzie poswigcony zastosowaniu algorytmoéw genetycznych do
wyznaczania postaci rOwnania opisujacego ziarno podzialowe hydrocyklonu oraz oceny ich
mozliwosci w zakresie technik aproksymacji (weryfikacji, kalibracji modeli).

2. Zasady dzialania algorytméw genetycznych

Algorytmy genetyczne sg jedna z popularnych w ostatnich latach grupa metod sztucz-
nej inteligencji obliczeniowe] stosowanych gtéwnie (cho¢ nie tylko) do rozwiagzywania pro-
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blemoéw optymalizacyjnych. Wykorzystywane sa gtdéwnie w sytuacjach gdy sposob rozwia-
zania problemu nie jest znany, dobrze okreslony Iub mozliwy do wykonania (np. w akcepto-
walnym czasie). Znany jest natomiast sposob oceny jakosci rozwiazania.

Idea glowna algorytmow genetycznych oparta jest na zasadach procesu ewolucji orga-
nizméw zywych. W procesie tym rodzice przekazuja nastgpnemu pokoleniu informacje ge-
netyczng (w pewnych losowych przypadkach nieco zmutowana). Przetrwanie osobnikow
i w konsekwencji zdolnosci rozrodcze gwarantuja odpowiednia jako§¢ materialu genetycz-
nego, ktora zapewnia dazenie populacji do wypracowania najlepszych cech przystosowaw-
czych do zycia w okreslonym ekosystemie. Poszukiwanie rozwigzania problemu optyma-
lizacyjnego polega wigc na przeksztatcaniu poczatkowej populacji osobnikéw w celu uzys-
kania kolejnej, ztozonej z osobnikow dla ktorych wartos¢ funkcji przystosowania jest bliz-
sza optimum. Przeksztalcenie to dokonuje si¢ poprzez operacje krzyzowania, mutacji oraz
selekcji dziatajacych na wzor wspomnianych wcze$niej proceséw biologicznych [1, 5].

Etapami dziatania algorytmu genetycznego sa:

1) Utworzenie populacji poczatkowej, czyli zdefiniowanie:
— populacji — zbioru osobnikdéw o okre§lonym fenotypie zapisanym w postaci ge-
notypu zlozonego z chromosoméw (czgsto z jednego chromosomu);
— osobnika — elementu przestrzeni rozwiazan problemu;
— fenotypu — zestawu cech reprezentujacych osobnika;

— genotypu — zakodowanej reprezentacji fenotypu (odpowiednik materiatu gene-
tycznego);

— chromosomu — uporzadkowanego ciagu genow (np. bitow);

— genu — najmniejszej jednostki struktury materialu genetycznego.

W etapie tym nastepuje wybranie okreslonej liczby elementéw z przestrzeni rozwia-
zan — losowo, ewentualnie za pomoca jakiego$ algorytmu tzw. preprocessingu. Osob-
niki zostaja zakodowane do swoich genotypow.

2) Czgs¢ iteracyjna — wykonywana dla kazdej populacji az do zaj$cia warunku zatrzy-
mania (tzw. stopu):

— wyznaczenie warto$ci funkcji przystosowania (ocena populacji), czyli oceny ja-
kosci osobnika (rozwigzania). Przestrzen rozwiazan zostaje przeprowadzona w zbior
liczb rzeczywistych. Argumentem funkcji jest fenotyp badanego osobnika. Algo-
rytm dazy do wygenerowania osobnika o optymalnej wartosci tej funkcji. War-
tos¢ tej funkcji zostaje wyznaczona dla kazdego osobnika populacji;

— wybor osobnikéw do krzyzowania (selekcja). Z catej populacji wybiera si¢ grupe
osobnikéw, na ktorej zadzialaja operatory genetyczne. Nalezy okresli¢ licznosc
tej grupy oraz metodg selekcji. Najpopularniejsze to: metoda ruletki, metoda tur-
niejowa, metoda rankingowa;

— krzyzowanie (reprodukcja). Jest to wymiana materiatu genetycznego (fragmen-
tow chromosoméw) miedzy dwoma osobnikami populacji rodzicielskiej. W zalez-
nosci od wyboru pary rodzicielskiej, liczby punktéw krzyzowania, potozenia za-
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mienianych genéw w chromosomie wyrdzniamy krzyzowanie: proste, wielopunk-
towe, rownomierne, arytmetyczne, heurystyczne. W wyniku dziatania operatora
krzyzowania powstaja (z reguty) dwa nowe osobniki i zastgpuja rodzicow w na-
stepnej populacji;

mutacja. Operator ten, z pewnym zdefiniowanym prawdopodobienstwem, doko-
nuje drobnej zmiany w kodzie genetycznym wybranego osobnika. Przy klasycz-
nym, binarnym kodowaniu chromosomoéw mutacja polega na zmianie wartoSci
pojedynczego bitu.

3) Warunki stopu algorytmu genetycznego - jego spetnienie oznacza zakonczenie iteracji
OCENA — SELEKCJA — KRZYZOWANIE — MUTACJA.

Warunkiem takim moze byc¢:

przekroczenie okreslonej liczby iteracji (generowanych pokolen);

przekroczenie okreslonego czasu przetwarzania;

brak istotnej zmiany (poprawy) w rozwiazaniu optymalnym przez okreslona licz-
be iteracji;

osiagnigcia rozwigzania o funkcji celu dostatecznie bliskiej zadanej wartosci.

3. Model pracy hydrocyklonu — teoria i badania empiryczne

Hydrocyklony sa opisywane modelami matematycznymi opartymi na danych do-
swiadczalnych [7]. okreslit model pozwalajacy przewidywaé tzw. ziarno podzialowe, ozna-
czone d50, ktory jest szeroko uzywany do dzis. Wyszedt on z ogdlnej postaci zaleznosci

dSO :f(D(‘JDV»’BDOa Du: ha Qa q)a p) (1)

gdzie:

D, — $rednica hydrocyklonu,

D,, — $rednica dyszy wlotowe;j,
Dy — érednica dyszy przelewowej,
D, — srednica dyszy wylewowej,

h — wysokos$¢ hydrocyklonu,

O — objetosciowy przeptyw przez hydrocyklon (ilos¢ nadawy),
@ — procent czgsci statych w mgtach,

p — gestos¢ czesci statych.

Po analizach i weryfikacji otrzymat ogdlna posta¢ wzoru:

dSO -
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przy czym state Ci (i = 1, ..., 8) sa dobierane na podstawie danych empirycznych dotycza-
cych pracy hydrocyklonu.

Wykorzystana w eksperymentach instalacja do klasyfikacji hydraulicznej surowcow
mineralnych w polu dziatania sity odsrodkowej, znajdujaca si¢ w Katedrze Przerobki Ko-
palin i Ochrony Srodowiska sktadata si¢ z hydrocyklonu zamocowanego w konstrukcji sta-
lowej, ciSnieniowego zbiornika zawiesinowego, kompresora powietrza oraz przewodow
ci$nieniowych.

Schemat budowy hydrocyklonu wraz z oznaczeniami przedstawiono na rysunku 1.
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Rys. 1. Schemat budowy hydrocyklonu

Zaznaczone na rysunku 1 elementy konstrukcyjne hydrocyklonu sa wymienne i ich wy-
miary spelniaja rolg parametrow, ktérymi mozna regulowac pracg urzadzenia. Odpowiedni
dobor elementéw moze decydowaé zarowno o pracy urzadzenia do klasyfikacji, zaggszcza-
nia badz wzbogacania.

W celu wykorzystania hydrocyklonu do klasyfikacji piasku kwarcowego o zageszcze-
niu nadawy 15 i1 20% wykorzystano nastgpujace wybrane parametry konstrukcyjne:

— dysze wlotowe o $rednicach 4,5 i 4,8 mm (D,,) i dlugosciach odpowiednio 4 i 6 mm;
— dysze wylewowe o $rednicach 3 i 5 mm (%2 Dy) i katach zbiezno$ci 7°;
— dysze przelewowe o $rednicach 6 1 10 mm i dtugosciach 13 mm;

— czedci stozkowe o dtugosciach 75 1 165 mm i katach zbieznosci, odpowiednio 15 i 7°;

oraz stata czg$¢ cylindryczng o srednicy 30 mm.
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Probki nadawy zmielone do uziarnienia 00,5 mm byly przygotowane w sposob re-
prezentatywny i odwazone po 2 kg. Cisnienie (p), pod wptywem ktorego podawano mate-
riat do hydrocyklonu wynosito 3 i 5 atm, przy wszystkich kombinacjach rozmiaréw dysz
i czesci stozkowych. Zageszczenie (@ — procent czesci statych o nadawie) przyjmowano
jako rowne 15 lub 20%.

Materiat podczas klasyfikacji byl odbierany do osobnych pojemnikow, a nastepnie
usredniany w celu wykonania analiz granulometrycznych na analizatorze laserowym typu
Analysette 22.

4. Wyniki obliczen

W celu uproszczenia procedury oraz ze wzglgdu na ograniczone mozliwosci pomia-
rowe, wyjsciowe rownanie Plitta uproszczono do postaci [4]:

D, exp[C,®]

dsy = DHC"hC"pCS 3

Nastepnie, przy réznych ustawieniach parametréw konstrukcyjnych hydrocyklonu do-
konano serii 24 pomiaréw parametru. Wyniki pomiaréw podano w tabeli 1.

Wykorzystujac dane eksperymentalne postanowiono porowna¢ wyniki estymacji para-
metréw rozpatrywanego wzoru, prowadzonej réznymi metodami numerycznymi. Byly to:
klasyczna metoda linearyzacji (w tym przypadku logarytmowanie wzoru), sprowadzajaca
zadanie estymacji do metody najmniejszych kwadratow oraz metoda estymacji nieliniowej
i procedury simpleksowej. Metoda estymacji nieliniowej wykorzystuje bardzo efektywny
ogo6lny algorytm (quasi-newtonowski), ktory aproksymuje pochodne drugiego rzgdu funk-
cji strat jako wskazania przy poszukiwaniu jej minimum. Metoda ta posiada wiele warian-
tow 1 ich stosowanie powinno bra¢ pod uwagg jakos$¢ funkcji strat i cele obliczen.

Procedura simpleksowa nie wykorzystuje wyznaczania pochodnych funkcji strat, ale
w kazdej iteracji funkcji ocenianej (wyznaczonego wzoru) liczy warto§¢ w m + 1 punktach
m-wymiarowej przestrzeni (m — liczba estymowanych parametrow). Poprzez odrzucenie
maksymalnego wyniku poszukuje si¢ nastgpnego punktu i w ten sposoéb simpleks porusza
si¢ ,,w dot”. Po znalezieniu minimum, simpleks jest poszerzany w celu oceny jako$ci mini-
mum (eliminacja ewentualnego minimum lokalnego). Szczegdétowy opis metody jest do wgla-
du w plikach pomocy programu STATISTICA, za pomocg ktorego dokonano obliczen.

Przy zastosowaniu techniki algorytméw genetycznych przyjeto, ze fenotyp reprezen-
tujacy pojedyncze rozwiazanie jest wektorem szukanych parametrow (C, C,, Cs, Cs, Cs).
Zastosowano binarne kodowanie fenotypu, gdzie genotyp sktada si¢ z jednego chromosomu
— ciagu binarnego o dtugosci 150 bitow. Powstaje on z zakodowania kazdego z parametrow
w 30-bitowym ciagu i konkatenacji powstalych w ten sposob fragmentow chromosomu.
Kodowanie przeprowadza zbior wartosci mozliwych do zapisania na okreslonej liczbie bitow
w przedziat zdefiniowany jako dziedzina szukanego parametru C; gdziei =1, 2, 3, 4, 5.
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TABELA 1

Wyniki eksperymentu
Numer D,, Dy, D, h, Ds
pomiaru mm mm % mm atm dso
1 4,5 6 15 75 3 330
2 4,8 6 15 75 3 400
3 4,5 10 15 75 3 320
4 4,8 10 15 75 3 420
5 4,5 6 20 75 3 420
6 4,8 6 20 75 3 540
7 4,5 10 20 75 3 460
8 4,8 10 20 75 3 500
9 4,5 6 15 75 5 210
10 4,8 6 15 75 5 280
11 4,5 10 15 75 5 220
12 4,8 10 15 75 5 240
13 4,5 6 20 75 5 240
14 4,8 6 20 75 5 310
15 4,5 10 20 75 5 320
16 4,8 10 20 75 5 250
17 4,5 6 15 165 5 220
18 4,8 6 15 165 5 200
19 4,5 10 15 165 5 160
20 4,8 10 15 165 5 220
21 4,5 6 20 165 5 295
22 4,8 6 20 165 5 320
23 4,5 10 20 165 5 250
24 4,8 10 20 165 5 270

Jako$¢ osobnika okresla warto$¢ btedu aproksymacji, czyli sumeg kwadratow odchylen
empirycznych warto$ci dsy od warto$ci dsy wyznaczonych wedlug wzoru (2). Wystgpujace
w tym wzorze parametry C; sa fragmentami fenotypu danego osobnika (wyznaczone po odpo-
wiednim rozkodowaniu genotypu) za$ pozostale wielkosci pochodza z danych empirycznych.
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Warunki przyjgte dla eksperymentu:

— rozmiar populacji: 1000 osobnikdéw;

— wyznaczenie populacji poczatkowej: losowo wygenerowane fenotypy;
— czgs$¢ populacji podlegajaca krzyzowaniu: 85%;

— metoda krzyzowania: dwupunktowe;

— prawdopodobiefistwo wystapienia mutacji: 1%;

— metoda selekcji: Genitor selection.

W tabeli 2 podano wyniki przeprowadzonych estymacji dla zastosowanych metod, za$
w tabeli 3 wartos$ci estymowanych parametrow roéwnania.

TABELA 2
Poréwnanie wynikow teoretycznych i empirycznych dla modelu hydrocyklonu
plj)umn;:ril Empiryczny Linearyzacja r]?isetl};rlﬂzgz Simpleks gf;r}?’ct;?é
1 330 317,7481 317,8330 317,8329 317,75
2 400 415,5795 413,3431 413,3464 413,27
3 320 307,9178 311,3841 311,3809 311,31
4 420 402,7226 404,9562 404,9554 404,89
5 420 421,3822 418,1223 418,1349 418,00
6 540 551,1215 543,7697 543,7905 543,66
7 460 408,3458 409,6384 409,6467 409,53
8 500 534,0714 532,7364 532,7515 532,64
9 210 194,6679 189,0245 189,0256 189,13
10 280 254,6042 245,8272 245,8306 245,99
11 220 188,6455 185,1892 185,1884 185,30
12 240 246,7275 240,8392 240,8402 241,00
13 240 258,1593 248,6695 248,6785 248,81
14 310 337,6439 323,3956 323,4100 323,60
15 320 250,1725 243,6239 243,6303 243,77
16 250 327,1981 316,8338 316,8447 317,05
17 220 187,0123 188,2321 188,2238 188,20
18 200 244,5915 244,7967 244,7879 244,77
19 160 181,2267 184,4128 184,4029 184,38
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TABELA 2

cd.

Numer

Empiryczny

Linearyzacja

Estymacja
nieliniowa

Simpleks

Algorytmy

pomiaru

genetyczne

20

220

237,0245

239,8296

239,8186

239,81

21

295 248,0067

247,6270

247,6237

247,58

22

320 324,3655

322,0400

322,0382

322,00

23

250

240,3341

242,6026

242,5969

242,56

24

270 314,3305

315,5057

315,5008

315,48

Sy

- 34,8586

34,3817

34,3817

34,3812

TABELA 3
Parametry réwnania modelu hydrocyklonu

Numer
pomiaru

Linearyzacja

Estymacja
nieliniowa

Simpleks

Algorytmy
genetyczne

G

4,1590

4,0712

4,0714

4,0726

G

0,0564

0,0548

0,0548

0,0548

G

0,0615

0,0401

0,0401

0,0401

Cy

0,0509

0,0053

0,0054

0,0063

Cs

0,9592

1,0173

1,0173

1,0156

Rysunek 2 pokazuje graficzng prezentacjg przebiegu krzywych dla empirycznych wyni-

kéw pomiardw oraz wynikdéw otrzymanych za pomoca metody algorytméw genetycznych.
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Rys. 2. Przebieg zmienno$ci warto$ci dsy otrzymanych empirycznie (podane)

i metoda algorytméw genetycznych
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5. Podsumowanie i uwagi koncowe

Modelowanie matematyczne proceséw przerobczych uwzgledniajace parametry tech-
niczno-technologiczne maszyn stanowi podstawg symulacyjnego projektowania tych proce-
s6w oraz ich uktadoéw. Przeprowadzona i przedstawiona w artykule metodyka pozyskiwania
takich modeli pozwala na sformutowanie kilku wnioskéw ogdlnych i szczegdtowych.

Przeprowadzony eksperyment (oparty czg§ciowo na planie doswiadczen czynnikowych)
dostarczyt wynikoéw obarczonych bledami, ktore nie byly oceniane (doswiadczen nie po-
wtarzano). Uzyskiwane wyniki estymacji parametréw podstawowego wzoru nie maja wigc
charakteru obowiazujacych ogdlnie. Przy modelowaniu poszczegoélnych urzadzen przerob-
czych nalezy uwzglednia¢ ten fakt i dazy¢ do takiej organizacji badan, ktdre pozwola na
uogolnienia rezultatow.

Przy organizacji przestrzeni badan czynnikowych powinno uwzglednia¢ si¢ wyniki
odpowiedzi badanego procesu na zmiany wartosci pojedynczych czynnikow (zmiennych
sterujacych, decydujacych o przebiegu). Zte roztozenie punktéw badan w przestrzeni czyn-
nikowej moze zmienia¢ istotno$¢ ocen poszukiwanych estymatorow.

Zdajac sobie sprawe z ograniczen zwigzanych z realizacja eksperymentu przeprowa-
dzono estymacj¢ parametréw wzoru stosujac rézne techniki (metody) obliczeniowe. Oce-
niajac bledy aproksymacji nalezy stwierdzi¢, ze najlepsze efekty data technika oparta na
algorytmach genetycznych. Klasyczna metoda najmniejszych kwadratow (analiza regresji)
zastosowana do zlinearyzowanej postaci wzoru data blad aproksymacji najwigkszy, przy
czym wykazata, ze parametry C, i C, s nieistotne. Moze to by¢ wynikiem wystgpienia
pewnych zgrupowan punktéw doswiadczalnych lub tzw. punktéw dzwigniowych [10].

Obliczenia prowadzone za pomoca programu STATISTICA (estymacja nieliniowa
i procedura simpleksu) daty analogiczne wyniki.

Metody algorytmow genetycznych sg powszechnie stosowane do symulacji i projekto-
wania uktadow procesow (maszyn) technologii przerobki surowcéw mineralnych [2, 3, 6, 9].
Ich zastosowanie w rozwiazywaniu prezentowanego w artykule zagadnienia okazalo sig¢ naj-
lepsze.

Przypuszczalnie jednym z gtéwnych powodow przewagi tej metody jest zdolnos¢ al-
gorytméw genetycznych do wychodzenia z ekstremow lokalnych dzigki dziataniu na popu-
lacjg operatorem mutacji. Unikanie tego zjawiska jest takze efektem rozpoczynania poszu-
kiwan od catej populacji mozliwych rozwiazan a nie pojedynczego punktu jak w tradycyj-
nych metodach optymalizacyjnych.

Pewne znaczenie moze mie¢ rowniez fakt, ze AG (algorytmy genetyczne) oceniaja ja-
ko$¢ rozwiazania bezposrednio z przyjetej funkceji dopasowania (btedu). Ten swego rodzaju
uniwersalizm, czy tez niezaleznos$¢ pracy algorytmow genetycznych od znajomosci charak-
terystyki problemu, w oderwaniu od jego matematycznych (lub co wigcej numerycznych)
zawito$ci, ,,stabosci” czy niestabilnosci, powoduje zwigkszenie skutecznosci dziatania
w stosunku do deterministycznych i czgsto wymagajacych skomplikowanego przetwarzania
numerycznego metod gradientowych.

110



Wydaje sig, ze wdrazanie programéw opartych na algorytmach genetycznych powinno

zmieni¢ jako$¢ (doktadnosé), niezbednego w niektorych zakresach zastosowan, modelowa-
nia matematycznego (w tym symulacji) w przerobce surowcoéw mineralnych.
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