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GEOMECHANICZNY MODEL
OŒRODKA TRANSWERSALNIE IZOTROPOWEGO
JAKO UPROSZCZONY MODEL
GÓROTWORU UWARSTWIONEGO**

1. Wprowadzenie

Charakterystyczne dla metod analitycznych opisuj¹cych budowê oœrodka skalnego
jest operowanie pewnymi modelami górotworu. Rzeczywiste w³asnoœci górotworu, sk³ada-
j¹cego siê z wielu warstw ró¿ni¹cych siê wartoœciami parametrów odkszta³ceniowych,
przemawiaj¹ za stosowaniem w pracach analitycznych, zajmuj¹cych siê oddzia³ywaniem
eksplotacji górniczej geomechanicznego modelu górotworu uwarstwionego. Zasady two-
rzenia takiego modelu, pozwalaj¹cego na podstawie odpowiednich warunków brzegowych
na okreœlenie sk³adowych tensora naprê¿enia i wektora przemieszczenia w dowolnym
punkcie analizowanego oœrodka skalnego, zalegaj¹cego poni¿ej prowadzonej lub dokona-
nej eksploatacji, przedstawiono w pracach [1, 6]. Poniewa¿ z³o¿onoœæ opisuj¹cych ten mo-
del formu³ uniemo¿liwia uzyskanie zamkniêtych wyra¿eñ analitycznych oraz z uwagi na
fakt, ¿e czêsto w praktyce ruchowej nie dysponujemy wiedz¹ o wszystkich parametrach
odkszta³ceniowych warstw, do celów tworzenia prognoz kopalnianych zamiast oœrodka
wielowarstwowego mo¿na zastosowaæ uproszczony model górotworu uwarstwionego
z wykorzystaniem oœrodka transwersalnie izotropowego.

2. Geomechaniczny model
oœrodka transwersalnie izotropowego
jako uproszczony model górotworu uwarstwionego

Przy tworzeniu geomechanicznego modelu górotworu uwarstwionego (rys. 1) przyjêto
nastêpuj¹ce za³o¿enia [1, 6]:
1) konkretny element eksploatacji (front eksplotacyjny, zasz³oœæ eksploatacyjna) modelo-

wano odpowiednim rozk³adem naprê¿eñ lub przemieszczeñ;
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2) poni¿ej zalega n warstw (n = 1, 2, 3, ..., j), stanowi¹cych jednorodne, izotropowe
i ograniczone pasma sprê¿yste o parametrach: h j – gruboœæ, E j , � j – w³asnoœci od-
kszta³ceniowe;

3) zalegaj¹ce poni¿ej poziomu zj utwory skalne, modelowano jednorodn¹ i izotropow¹
pó³p³aszczyzn¹ sprê¿yst¹ o parametrach E� , �� ;

4) przyjêto: poœlizgowy (brak tarcia i kohezji), kohezyjny oraz tarciowy rodzaj
wspó³pracy kontaktuj¹cych siê ze sob¹ warstw;

5) powy¿szy uk³ad rozpatrywano w p³askim stanie odkszta³cenia.

Proponowane uproszczenie polega na zast¹pieniu pakietu n warstw, zalegaj¹cych po-
ni¿ej rozpatrywanych elementów eksploatacyjnych, uk³adem sk³adaj¹cym siê z jednej war-
stwy transwersalnie izotropowej oraz jednorodnej, sprê¿ystej pó³p³aszczyzny (rys. 1). Przy
ograniczeniu zatem liczby warstw do jednej, z (4n + 2) do szeœciu zmniejsza siê liczba
równañ algebraicznych, niezbêdnych do wyznaczenia sta³ych ca³kowania.

Zak³adaj¹c, ¿e w³asnoœci ka¿dej z warstw analizowanego pakietu opisuj¹ wielkoœci:
Ej, �j, Gj oraz hj, mo¿na stwierdziæ, ¿e parametry charakteryzuj¹ce warstwê transwersalnie-
-izotropow¹ maj¹ postaæ [4]
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Rys. 1. Geomechaniczne modele:
a) górotworu uwarstwionego; b) oœrodka transwersalnie izotropowego



W przypadku, w którym wspó³czynniki Poissone’a dla wszystkich warstw s¹ równe
(wspó³czynnik ten dla warstw karboñskich jest porównywalny i wynosi œrednio � � 0 27, ),
ekwiwalentne modu³y sprê¿ystoœci okreœlaj¹ nastêpuj¹ce formu³y:
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Zak³adaj¹c p³aski stan odkszta³cenia i traktuj¹c warstwê transwersalnie izotropow¹ ja-
ko oœrodek sprê¿ysty, równanie biharmoniczne definiuj¹ce stan naprê¿enia w warstwie
transwersalnie izotropowej ma postaæ [3]:
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gdzie:

F x zt ( , ) — funkcja naprê¿eñ definiuj¹ca sk³adowe tensora naprê¿enia i wektora prze-
mieszczenia w warstwie transwersalnie izotropowej.
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W celu rozwi¹zania równania biharmonicznego i wyznaczenia funkcji naprê¿eñ
F x zt ( , ) wykorzystano metodê zespolonej transformacji ca³kowej Fouriera [5], wed³ug któ-
rej transformaty proste funkcji definiuje wzór:

� �( , ) ( , )� �z x z e dx
df

i x� �
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a transformaty odwrotne okreœla formu³a:
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Transformatê funkcji naprê¿eñ w warstwie transwersalnie izotropowej przedstawia za-
le¿noœæ:
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Zaœ transformatê funkcji naprê¿eñ dla pó³p³aszczyzny zalegaj¹cej pod warstw¹ trans-
wersalnie izotropow¹ przedstawia zwi¹zek:
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gdzie:
At , Bt , Ct , Dt , C� , D� — sta³e ca³kowania wyznaczane z odpowiednich wa-

runków brzegowych,
�1 , �2 — zespolone pierwiastki równania:
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Transformaty sk³adowych tensora naprê¿enia i wektora przemieszczenia w warstwie
transwersalnie izotropowej oraz zalegaj¹cej poni¿ej pó³p³aszczyŸnie definiuj¹ wzory:
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Odpowiednie pochodne transformaty funkcji naprê¿eñ maj¹ postaæ:
a) dla warstwy transwersalnie izotropowej:
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b) dla pó³p³aszczyzny:
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Po podstawieniu powy¿szych wyra¿eñ do ogólnych wzorów na transformaty sk³ado-
wych tensora naprê¿enia i wektora przemieszczenia formu³y tych transformat opisuj¹ wy-
ra¿enia:
a) dla warstwy transwersalnie izotropowej:
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b) dla pó³p³aszczyzny:
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Warunki brzegowe, definiuj¹ce problem i s³u¿¹ce do wyznaczenia sta³ych ca³kowania,
maj¹ tak¹ sam¹ postaæ matematyczn¹ oraz znaczenie fizyczne jak w przypadku pakietu
warstw izotropowych [1,6]:
a) dla z = 0 – opisuj¹ stan naprê¿enia lub przemieszczenia na poziomie elementu eksplo-

atacji:
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b) na kontakcie warstwy transwersalnie izotropowej i pó³p³aszczyzny z = zt – okreœlaj¹
rodzaj kontaktu oraz stan naprê¿enia i przemieszczenia;
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Dla wszystkich rodzajów kontaktu spe³nione s¹ równania:
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— w wariancie I charakteryzuj¹cym kontakt kohezyjny, warunki brzegowe maj¹ po-
staæ:
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— w wariancie II, gdy na kontakcie nie wystêpuj¹ si³y spójnoœci i si³y tarcia zachodz¹
nastêpuj¹ce relacje:
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— w wariancie III, gdy na kontakcie wystêpuj¹ si³y tarcia, zachodz¹ zale¿noœci:
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gdzie: & – wspó³czynnik tarcia
c) dla pó³p³aszczyzny: z ' �, definiuj¹ naprê¿enie pionowe:

� z
( )� � 0 (31)

Istnieje mo¿liwoœæ dowolnego formu³owania warunków brzegowych na poziomie
zasz³oœci, przez modelowanie odpowiednimi rozk³adami naprê¿eñ lub przemieszczeñ.
Równania algebraiczne wynikaj¹ce z tych warunków maj¹ nastêpuj¹c¹ postaæ:
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Bez wzglêdu na rodzaj wspó³pracy miêdzy warstw¹ transwersalnie izotropow¹
a pó³p³aszczyzn¹, na ich kontakcie spe³nione bêd¹ równania ci¹g³oœci naprê¿eñ i prze-
mieszczeñ pionowych:

A z B z C z

D

t t t t t t

t

cosh( ) cosh( ) sinh( )

sinh(

�� �� ��1 2 1� � �

� ��

� ��

�
2

1 1 22

z C D z e

G A Q z B Q
t t

z t

t t t

) ( )

[ sinh( ) sinh

� �

�
� �

�

� ( )

cosh( ) cosh( )

[ (

��

�� ��

�

2

1 1 2 2

z

C Q z D Q z

C D

t

t t t t

�

� � �

� �� � 1 2� �

�

�

�
�
�

�

�
�
� �

�� � �z et
z t)]

(34)

W wariancie I, gdy na kontakcie wystêpuj¹ si³y spójnoœci, zachodzi ci¹g³oœæ naprê¿eñ
stycznych i przemieszczeñ poziomych, wynikiem czego s¹ nastêpuj¹ce równania:
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W przypadku, charakteryzuj¹cego wariant II, kontaktu poœlizgowego nie wystêpuj¹
naprê¿enia styczne, co opisuj¹ równania:
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Dla wariantu III, gdy na kontakcie wystêpuj¹ si³y tarcia, zachodz¹ zale¿noœci:
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Formu³uj¹c uk³ad równañ dla dowolnie przyjêtych warunków brzegowych, mo¿na po
wyznaczeniu sta³ych ca³kowania, obliczyæ transformaty odwrotne sk³adowych tensora na-
prê¿enia i wektora przemieszczenia.
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Na dowolnym poziomie warstwy transwersalnie izotropowej sk³adowe te okreœlaj¹
wzory:
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W pó³p³aszczyŸnie z kolei definiuj¹ je wyra¿enia:
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3. Podsumowanie

Z uwagi na z³o¿onoœæ formu³ opisuj¹cych geomechaniczny model górotworu uwar-
stwionego, a w konsekwencji niemo¿liwoœæ uzyskania zamkniêtych wyra¿eñ analitycz-
nych, zaproponowano zast¹pienie oœrodka wielowarstwowego oœrodkiem transwersalnie
izotropowym. Przedstawiony aparat matematyczny, na podstawie odpowiednich warunków
brzegowych, pozwala na okreœlanie sk³adowych tensora naprê¿enia i wektora przemiesz-
czenia w dowolnym punkcie analizowanego oœrodka skalnego.

Zastosowanie w prognozach kopalnianych uproszczonego modelu górotworu uwar-
stwionego, oprócz wydatnego skrócenia obliczeñ, nie wymaga znajomoœci, czêsto niemo¿-
liwych do uzyskania w praktyce ruchowej, wszystkich parametrów charakteryzyj¹cych
w³asnoœci geomechaniczne poszczególnych warstw oraz warunków panuj¹cych na ich
kontaktach.
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