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1. Wprowadzenie

Charakterystyczne dla metod analitycznych opisujacych budowg osrodka skalnego
jest operowanie pewnymi modelami gorotworu. Rzeczywiste wtasnosci gérotworu, sktada-
jacego si¢ z wielu warstw rozniacych si¢ wartosciami parametrow odksztalceniowych,
przemawiaja za stosowaniem w pracach analitycznych, zajmujacych si¢ oddzialywaniem
eksplotacji gorniczej geomechanicznego modelu gorotworu uwarstwionego. Zasady two-
rzenia takiego modelu, pozwalajacego na podstawie odpowiednich warunkow brzegowych
na okreslenie sktadowych tensora naprg¢zenia i wektora przemieszczenia w dowolnym
punkcie analizowanego osrodka skalnego, zalegajacego ponizej prowadzonej lub dokona-
nej eksploatacji, przedstawiono w pracach [1, 6]. Poniewaz ztozono$¢ opisujacych ten mo-
del formut uniemozliwia uzyskanie zamknigtych wyrazen analitycznych oraz z uwagi na
fakt, ze czesto w praktyce ruchowej nie dysponujemy wiedza o wszystkich parametrach
odksztatceniowych warstw, do celéw tworzenia prognoz kopalnianych zamiast osrodka
wielowarstwowego mozna zastosowa¢ uproszczony model goérotworu uwarstwionego
z wykorzystaniem osrodka transwersalnie izotropowego.

2. Geomechaniczny model
osrodka transwersalnie izotropowego
jako uproszczony model gorotworu uwarstwionego

Przy tworzeniu geomechanicznego modelu gorotworu uwarstwionego (rys. 1) przyj¢to
nastgpujace zalozenia [1, 6]:
1) konkretny element eksploatacji (front eksplotacyjny, zaszto$¢ eksploatacyjna) modelo-
wano odpowiednim rozktadem napre¢zen lub przemieszczen;
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2)

3)
4)

5)

ponizej zalega n warstw (n = 1, 2, 3, ..., j), stanowiacych jednorodne, izotropowe
1 ograniczone pasma sprezyste o parametrach: /1, — grubos¢, £, v ,— wilasnosci od-
ksztalceniowe;

zalegajace ponizej poziomu z; utwory skalne, modelowano jednorodna i izotropowa
potplaszczyzna sprezysta o parametrach £, v ;

przyjeto: poslizgowy (brak tarcia i kohezji), kohezyjny oraz tarciowy rodzaj
wspolpracy kontaktujacych si¢ ze soba warstw;

powyzszy uklad rozpatrywano w plaskim stanie odksztalcenia.

Proponowane uproszczenie polega na zastapieniu pakietu n warstw, zalegajacych po-

nizej rozpatrywanych elementow eksploatacyjnych, uktadem sktadajacym si¢ z jednej war-
stwy transwersalnie izotropowej oraz jednorodnej, sprezystej potplaszczyzny (rys. 1). Przy
ograniczeniu zatem liczby warstw do jednej, z (4n +2) do sze$ciu zmniejsza si¢ liczba
réwnan algebraicznych, niezbgdnych do wyznaczenia statych catkowania.

E;, v,

Zaktadajac, ze wlasnosci kazdej z warstw analizowanego pakietu opisuja wielkosci:

G, oraz h;, mozna stwierdzi¢, ze parametry charakteryzujace warstwg transwersalnie-
-izotropowa maja postac [4]
D ¢;ViE,
2
v - 1-v7
* 0 E.
IR (1)
1-v;
OV,
v, =(1-v ]
Xz ( x )Z 1—v

gdzie:
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Rys. 1. Geomechaniczne modele:
a) gorotworu uwarstwionego; b) osrodka transwersalnie izotropowego
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W przypadku, w ktorym wspotczynniki Poissone’a dla wszystkich warstw sa rowne
(wspodtczynnik ten dla warstw karbonskich jest porownywalny i wynosi $rednio v = 0,27),
ekwiwalentne moduly sprezystosci okreslaja nastgpujace formuly:

vV, =V, =V (%)

B, =2.9,E,

E. = (=V)E, (©)
?;

(1+v)(1—2v)Esz—+2v2

J

G. :Z(P,-Ej
T 2(14v)
1 (7
G, =——
2(1+v)z%

J

Zaktadajac ptaski stan odksztalcenia i traktujac warstwg transwersalnie izotropowa ja-
ko osrodek sprezysty, rownanie biharmoniczne definiujace stan napr¢zenia w warstwie
transwersalnie izotropowej ma postac [3]:

0'F, (x, 0*F, (x, 0'F, (x,
RGN ST AV CEE N 3 f(f Do @
ox* ox* oz’ 0z
gdzie:
F,(x,z) — funkcja naprezen definiujaca sktadowe tensora naprezenia i wektora prze-
mieszczenia w warstwie transwersalnie izotropowe;j.
1-v?
Sy = E.
l—vi
Sy = E
: €
V)C +VXV)CZ
S =- E.
1
S G
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W celu rozwiazania réwnania biharmonicznego i wyznaczenia funkcji naprgzen
F, (x,z) wykorzystano metodg zespolonej transformacji calkowej Fouriera [5], wedlug kto-
rej transformaty proste funkcji definiuje wzor:

_ daf < )
D(o,z)= jcp(x,z)e—malx (10)

—0

a transformaty odwrotne okresla formuta:

df < _ )
CD(x,z)zz—ln.[(D((x,z)emdx (11)

Transformate funkcji naprezen w warstwie transwersalnie izotropowej przedstawia za-
leznos¢: -
F,(a,z)= A4, cosh(ap, z)+ B, cosh(af, z)+
+ C, sinh(ap, z)+ D, sinh(af, z)

(12)

Za$ transformatg funkcji naprezen dla polptaszczyzny zalegajacej pod warstwa trans-
wersalnie izotropowa przedstawia zwiazek:

F, (o,z)=(C, +D_ z)e * (13)
gdzie:
A4,,B,,C,,D,,C,, D, — state catkowania wyznaczane z odpowiednich wa-
runkow brzegowych,
B,, B, — =zespolone pierwiastki réwnania:
S,,B*+(2S,, +S BZ+S,, =0 (14)
S5 +281, £/(S s =251,)" =4S ,,5
By = (15)
25,,

Transformaty sktadowych tensora naprgzenia i wektora przemieszczenia w warstwie
transwersalnie izotropowej oraz zalegajacej ponizej potptaszczyznie definiuja wzory:

.
5 (,z)= 211 {®02)
0z2
G\ (o, z)=—02F, (a,2) (16)
10 (0, 2) = i Fr (%)
oz
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_ ' 0°F, (o, z) —
10 (0, z)=——| (v Y22y 62F (a2
)= 35 4| 0790 L F w)
_ (17)
O°F (a,z F
W(t) (oc,z): 1 a (1_\}[) 1(3 )_le(vr _2)@F, (OL,Z)
2G, o oz 0z

Odpowiednie pochodne transformaty funkcji naprezen maja postac:
a) dla warstwy transwersalnie izotropowej:

F,
w = A,aB, sinh(ap, z)+B,op, sinh(ap,z)+
Z
+ C, af, cosh(ap, z)+ D, ap, cosh(af, z)
,—
F
w = A[OLZBIZ cosh(af, z)+B,a2[3§ cosh(af,z)+
oz’ (18)
+C, 0B} sinh(ap, z)+ D, o’ B3 sinh(ap, z)
-
F
a(;(f"z) = 4,0°B} sinh(ap, z)+ B, o’ B3 sinh(ap,z)+
Z
+ C,a3BI3 cosh(ap, z)+Dtoc3B§ cosh(af,z)
b) dla poiptaszczyzny:
OF(a,2) _ —C ae* +D, (l-az)e ™
Oz o
2
F
0 “(a’z):Cwaze_“Z +D, 0(2-az)e ™ (19)
822 e
-
F
9y (%2) 2 (Soz,z) = a’e™ ™ +D, 0’ (3-oz)e @
z

Po podstawieniu powyzszych wyrazen do ogdélnych wzoréw na transformaty sktado-
wych tensora naprgzenia i wektora przemieszczenia formutly tych transformat opisuja wy-
razenia:

a) dla warstwy transwersalnie izotropowe;j:

5" (a,z) =a’[4,B] cosh(ap, z)+ B,B3 cosh(ap,z)+
+C,B; sinh(ap, z)+D,B; sinh(aB, )]

Ey) (o,z) =—a” [4, cosh(ap, z)+ B, cosh(af,z)+
+C, sinh(af, z)+ D, sinh(af, z)]

7 (o, z) =ia’[4,B, sinh(ap, z)+ B, B, sinh(ap,z)+
+C,B, cosh(ap, z)+D,B, cosh(ap, z)]

(20)
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u" (a,z) =ia[4,R, cosh(ap, z)+ B, R, cosh(ap,z)+

+C, R, sinh(ap, z)+ D, R, sinh(af, z)

w (a,2) =a[4,0, sinh(af, )+ B,Q, sinh(af, z)+

+C,0, cosh(af, z)+D,0, cosh(af, z)
gdzie:

R, =S22Bi =S,
Sh

O = SIZBk _E

k=12
b) dla poiptaszeczyzny:

5 (a,2)=[C o’ -D, o(2—0z)le ™
5 (a,z)=—0*(C, + D, z)e “

9 (a,z)=ia[-C o+ D, (1-az)le ™

— (0) i —oz
u’(o,z)=—[C,0—-D_(2-2v, —oz)le
(a,2) o | ( )]

0

— 1 CZ
(e0) -
w7 (o, z)=——[C,a-D,(1-2v —az)le
(@.2) 2G : ( )

0
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(22)

(23)

24

Warunki brzegowe, definiujace problem i stuzace do wyznaczenia statych catkowania,
maja taka sama posta¢ matematyczna oraz znaczenie fizyczne jak w przypadku pakietu

warstw izotropowych [1,6]:

a) dlaz =0 — opisujg stan naprgzenia lub przemieszczenia na poziomie elementu eksplo-

atacji:
{ci‘” (@)=5" (.0)

0 () =7 (a0)

p.74

lub

{w“’) (0)=w" (a.,0)

u® (a)=u"(a,0)

(25)

(26)

b) na kontakcie warstwy transwersalnie izotropowej i polptaszczyzny z = z, — okreslaja

rodzaj kontaktu oraz stan naprgzenia i przemieszczenia;
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Dla wszystkich rodzajow kontaktu spetnione sa rownania:

{GS) (OL,ZI ):65)0) (OL,Z, ) 27)

w'(a,z,)=w" (a,z,)

— w wariancie I charakteryzujacym kontakt kohezyjny, warunki brzegowe maja po-
stac:

{ T (a,2,)=77 (o, 2,) %)

u;t) ((X"Zt ):uz( )(aﬂzt )

— w wariancie 11, gdy na kontakcie nie wystgpuja sity spojnosci i sity tarcia zachodza
nastgpujace relacje:

(t)
o, 0
{ ( )( Z)= (29)
(o,2,)=0
— w wariancie III, gdy na kontakcie wystgpuja sity tarcia, zachodza zaleznosci:
*(l) =)
a,z, )=pc,’ (a,
(o7, )= (@.7,) 0
V(a,z,)=7"(a,2,)
gdzie: p — wspotczynnik tarcia
c) dla potptaszezyzny: z = oo, definiujg naprgzenie pionowe:
G =0 (31)

Istnieje mozliwo$¢ dowolnego formutowania warunkéw brzegowych na poziomie
zasztosci, przez modelowanie odpowiednimi rozktadami naprgzen lub przemieszczen.
Roéwnania algebraiczne wynikajace z tych warunkow maja nastgpujaca postac:

ey 2 _=0
a”(4,+B,)=c"(a) (32)
ia® (C, +D,)=7 (a)
lub
io(4,R, +B,R,)=u" (o) 33)
a(C,0, +D,0,)=w" (a)
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Bez wzglgdu na rodzaj wspolpracy migdzy warstwa transwersalnie izotropowa
a polptaszczyzna, na ich kontakcie spelnione beda rownania ciaglosci naprezen i prze-
mieszczen pionowych:

A, cosh(af, z, )+ B, cosh(ap, z, )+C, sinh(af, z, )+

+D, sinh(ap,z, )=(C, +D, z, )e *!

2G 04,0, sinh(af, z, )+ B,Q, sinh(ap,z, )+ (34)
+C,0Q, cosh(af, z, )+D,0, cosh(ap,z, )=

=[C,a+D, (1-2v  +oz,)]le *

W wariancie I, gdy na kontakcie wystgpuja sity spojnosci, zachodzi ciagto$¢ naprezen
stycznych i przemieszczen poziomych, wynikiem czego sa nastgpujace roéwnania:

o[4,B, sinh(ap, z, )+ B,B, sinh(ap,z, )+C,B, cosh(ap, z, )+
+D,B, cosh(ap,z,)]=[-C,a+D, (1-az, )]e *!

2G_ o[ A4, R, cosh(ap, z, )+ B,R, cosh(ap, z, )+C, R, sinh(af, z, )+
+D,R, sinh(op,z,)]=[C,o+D,(2-2v, —az, )le *!

(35)

W przypadku, charakteryzujacego wariant II, kontaktu poslizgowego nie wystgpuja
naprezenia styczne, co opisuja rownania:

A4,B, sinh(ap, z, )+ B,B, sinh(ap, z, )+ C,B, cosh(ap, z, )+ D,B, cosh(af,z, )=0 (36)
[-C,a+D,(I-0z, )]e ™ =0

Dla wariantu III, gdy na kontakcie wystgpuja sity tarcia, zachodza zaleznosci:
i{4,B, sinh(ap, z, )+ B,B, sinh(ap, z, )+ C,B, cosh(ap, z, )+ D,B, cosh(ap,z, )=
=—u[4, cosh(ap, z, )+ B, cosh(ap,z, )+ C, sinh(ap, z, )+ D, sinh(ap, z, )] 37)

o[4,B, sinh(af, z, )+ B,B, sinh(ap, z, )+C,B, cosh(af, z, )+ D,B, cosh(af, z, )=
=[-C,o+D, (1-0z, )]e *

Formutujac uktad rownan dla dowolnie przyjetych warunkéw brzegowych, mozna po
wyznaczeniu statych catkowania, obliczy¢ transformaty odwrotne sktadowych tensora na-
prezenia i wektora przemieszczenia.
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Na dowolnym poziomie warstwy transwersalnie izotropowej sktadowe te okreslaja

wzory:
o (x,z)= Re<217t T {a*[4,B} cosh(ap, z)+ B,B3 cosh(af, z)+
+C,B2 sinh(ap, )+ D,p2 sinh(aﬁzz)]}el’”da>
o (x,z)= Re<21n T {~a’[4, cosh(aB, z)+ B, cosh(ap,z)+
+C, sinh(aB, z)+ D, sinh(aB, z)]}e’™ da>
™ (x,z)=Re < 111 T{az[Ath sinh(af, z)+ B, B3 sinh(af,z)+

+C, B} cosh(ap, 2)+D,B} cosh(aB, 2)]je™ dot)

u?(x,z)= Re<2 j{zoc[A R, cosh(af, z)+ B, R, cosh(af,z)+
T

+C, R, sinh(ap, z)+ D, R, sinh(af, z)]le™ da>

0

w (x,z)= Re<21 I {a[4,0, sinh(af, z)+ B,0, sinh(ap,z)+
T

—o0

+C,0; cosh(ap, 2)+ D, 0, cosh(aB, 2)]}e™ da)

W polptaszczyznie z kolei definiuja je wyrazenia:
(0) _ 1 T 2 —oz iox
o (x,z)=Re 2 j {[C, o’ -D, a(2-az)le * }e'™ da
7

6 (x,2) = Re<21n°f[—a (C. -D, 2)e }i““’“doc>

L

5 {io[-C o +D,(1-0az)le” }emda>

™ (x,z)=Re <

a
8‘—~8

(0) —oz o
u X,z =Re( — — COOOL—Z)Oc 2—2V0O —0oz)|e e da
(%) <2nj 2G,, [ ( ) } >

w™ (x,z)=Re 1
2m -

{ZGI[C a+D, (1-2v +oaz)le” o‘z} ’”doc>

8'—'8
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3. Podsumowanie

Z uwagi na ztozonos¢ formut opisujacych geomechaniczny model gorotworu uwar-
stwionego, a w konsekwencji niemozliwo$¢ uzyskania zamknigtych wyrazen analitycz-
nych, zaproponowano zastapienie osrodka wielowarstwowego osrodkiem transwersalnie
izotropowym. Przedstawiony aparat matematyczny, na podstawie odpowiednich warunkow
brzegowych, pozwala na okreslanie sktadowych tensora naprgzenia i wektora przemiesz-
czenia w dowolnym punkcie analizowanego osrodka skalnego.

Zastosowanie w prognozach kopalnianych uproszczonego modelu gérotworu uwar-
stwionego, oprocz wydatnego skrdcenia obliczen, nie wymaga znajomosci, czgsto niemoz-
liwych do uzyskania w praktyce ruchowej, wszystkich parametrow charakteryzyjacych
wlasnos$ci geomechaniczne poszczegdlnych warstw oraz warunkow panujacych na ich
kontaktach.
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