
Marian Paluch*, Ryszard Wosz*
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1. Wstêp

W artykule opisano zachowanie siê warstw górotworu nad eksploatowanym systemem
œcianowym z zawa³em stropu z³o¿em. Strop bezpoœredni stanowi warstwa górotworu
o w³asnoœciach oœrodka kruchego, czyli ulegaj¹cego zniszczeniu w sposób gwa³towny
z wydzieleniem znacznej iloœci energii sprê¿ystej. Zjawisko to prowadzi do emisji drgañ
i wstrz¹sów stanowi¹cych zagro¿enie dla za³óg kopalñ. W rozwiniêtym etapie eksploatacji
pok³adu strop jest ukszta³towany w formie belki wspornikowej, na jednym koñcu utwier-
dzonej, a na drugim swobodnej. Od góry belka jest obci¹¿ona nadk³adem w postaci piono-
wej sk³adowej pz tensora naprê¿enia pierwotnego. Ca³y górotwór, strop oraz z³o¿e, charak-
teryzuje siê w³asnoœciami oœrodka sprê¿ystego, które to w³asnoœci opisuj¹ nastêpuj¹ce
parametry: wspó³czynnik oporu w³aœciwego z³o¿a c, wspó³czynnik odkszta³calnoœci
pod³u¿nej E warstwy stropowej, wspó³czynnik Poissona �. Zadanie sprowadza siê do roz-
wi¹zania modelu opisuj¹cego ugiêcie belki na sprê¿ystym pod³o¿u. W równaniu konstytu-
tywnym modelu o wartoœci krzywizny osi belki decyduje moment zginaj¹cy i si³a œci-
naj¹ca [3].

W artykule przedstawiono wyniki analizy zachowania siê modelu opisuj¹cego eksplo-
atacjê z³o¿a typu pok³adowego systemem œcianowym z zawa³em stropu (rys. 1), w którym
to modelu oprócz sk³adnika statycznego, tzn. obci¹¿enia belki i wielkoœci opisuj¹cych jej
parametry geometryczne i odkszta³ceniowe, uwzglêdniono sk³adnik dynamiczny opisuj¹cy
zmiany funkcji przemieszczeñ w czasie.
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2. Za³o¿enia i cel pracy

Celem pracy by³o zbudowanie modelu analitycznego pozwalaj¹cego oceniæ stan na-
prê¿enia woko³o wyrobiska œcianowego w pok³adowym z³o¿u, np. wêgla kamiennego lub
innego surowca. Podstawow¹ informacj¹ do sporz¹dzenia projektu eksploatacji jest infor-
macja o sposobie zachowania siê górotworu w stropie wyrobiska w trakcie prowadzonej
eksploatacji. Chodzi o to, aby by³o wiadomo, jakich przemieszczeñ stropu mo¿na siê spo-
dziewaæ oraz jakiej skali zjawiska dynamiczne mog¹ zachodziæ w trakcie eksploatacji
(wstrz¹sy i drgania propaguj¹ce w górotworze, t¹pniêcia). Górotworowi przypisano
w³asnoœci oœrodka sprê¿ystego, izotropowego i jednorodnego reprezentowane przez para-
metry odkszta³ceniowe i wytrzyma³oœciowe: E – wspó³czynnik odkszta³calnoœci pod³u¿nej,
� – wspó³czynnik odkszta³calnoœci poprzecznej (Poissona), Rc – granica wytrzyma³oœci na
œciskanie, c – wspó³czynnik oporu w³aœciwego pok³adu.

3. Konstrukcja modelu

Model przedstawiono na rysunku 1, na którym pokazano poprzeczny przekrój przez
czo³o frontu eksploatacyjnego œcianowego w pok³adzie o mi¹¿szoœci m. W stropie znajdu-
je siê wspornik o d³ugoœci l wywieraj¹cy dodatkowe, poza pierwotnym, obci¹¿enie
pok³adu w strefie czo³a frontu. Gruboœæ warstwy stropowej tworz¹cej wspornik wynosi h,
a g³êbokoœæ eksploatacji H.

W celu pe³nego zobrazowania procesu uginania siê warstwy stropowej w rozwi¹zaniu
przedstawiono równie¿ równanie osi wspornika i jej przemieszczenie. Do rozwi¹zania wy-
korzystano równanie linii ugiêcia osi belki na sprê¿ystym pod³o¿u, w którym uwzglêdnia
siê wp³yw na krzywiznê osi belki zarówno momentu zginaj¹cego, jak i si³y œcinaj¹cej. Mo-
del jest w p³askim stanie odkszta³cenia.
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Rys. 1. Hipotetyczny model zachowania siê warstw stropowych przy eksploatacji z³o¿a
systemem œcianowym na zawa³



4. Równanie linii ugiêcia osi belki stropowej

w czêœci nad z³o¿em

Równanie ruchu ma postaæ
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gdzie:
w(x,t) — funkcja ugiêcia osi belki stropowej,

l — d³ugoœæ wspornika,
El — sztywnoœæ zginania,

I — moment bezw³adnoœci przekroju na zginanie,
F — pole przekroju poprzecznego jednostkowego odcinka belki, F = bh,
� — gêstoœæ masy górotworu,
H — g³êbokoœæ eksploatacji,
� — wspó³czynnik odkszta³calnoœci poprzecznej (wspó³czynnik Poissona),

pz(x, t) — obci¹¿enie dynamiczne belki,
pz0 — sk³adowa pionowa tensora ciœnienia pierwotnego,

pz0 = pz(x, 0),
k — wspó³czynnik kszta³tu przekroju prostok¹tnego, k = 1,2 [2],
c — wspó³czynnik oporu w³aœciwego pok³adu,
b — szerokoœæ modelu (b = 1 m),
t — czas.

Równanie (1) jest równaniem ró¿niczkowym czwartego stopnia, które rozwi¹zano
metod¹ Fouriera, polegaj¹c¹ na rozdzieleniu funkcji zmiennych geometrycznych i czasu.

Rozwi¹zania równania (1) poszukujemy w formie
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Po zró¿niczkowaniu funkcji (2) i podstawieniu do równania (1) otrzymujemy
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Równanie (3) po przekszta³ceniach ma postaæ
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gdzie � – jest sta³¹.
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Po separacji funkcji czasu i przemieszczenia uk³ad równañ przedstawia siê nastê-
puj¹co

��( ) ( )T t T t� ��2 0 (5)
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Rozwi¹zaniem równania (5) jest funkcja

T t A t A t( ) cos( ) sin( )� � � �1 2� � (7)

gdzie:
A1 i A2 — sta³e ca³kowania,

t — czas.

Korzystaj¹c nadal z tej samej techniki rozwi¹zywania, wyznaczono równanie charak-
terystyczne dla (6)
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Równanie (8) jest równaniem dwukwadratowym. Po wprowadzeniu nowej zmiennej
i podstawieniu

u r� 2

równanie sprowadza siê do postaci równania kwadratowego

u u2 2 42 0� � � � �� � (10)

dla którego wyró¿nik równania

� � �4 4 4( )� �

Wyró¿nik � mo¿e przyjmowaæ wartoœæ dodatni¹, równ¹ zero lub ujemn¹, co rzutuje
na charakter pierwiastków równania. Do rozwi¹zania modelu przyjêto wariant z ujemn¹
wartoœci¹ �.
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W takim przypadku rozwi¹zaniem s¹ dwie pary sprzê¿onych pierwiastków zespolo-
nych
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Uwzglêdniaj¹c powy¿sze, funkcja linii ugiêcia stropu zale¿na tylko od wspó³rzêdnej
po³o¿enia ma postaæ

y x e D x D xx( ) ( cos( ) sin( ))� � � � �� �� � �1 2 (12)

gdzie: D1 i D2 – sta³e ca³kowania wyznaczane z warunków brzegowych.

Warunki brzegowe przyjêto w pocz¹tku uk³adu wspó³rzêdnych, czyli nad frontem
œcianowym
1) dla x = 0 wielkoœæ momentu zginaj¹cego wynosi M
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Po podstawieniu do równañ drugiej i trzeciej pochodnej funkcji obni¿enia, opi-
suj¹cych moment zginaj¹cy i si³ê œcinaj¹c¹, warunków brzegowych wyznaczono sta³e D1
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Po pomno¿eniu przez A2
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Dalsze podstawienia redukuj¹ liczbê sta³ych
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w x t C t x C t x e x( , ) [ sin( )cos( ) sin( )sin( )]� � � �
1 2� � � � � (16)

Porównuj¹c odpowiednie wielkoœci z równañ drugiej i trzeciej pochodnej funkcji
ugiêcia, wyznaczono sta³e

A1 0� C f l1 � ( , , )� � C f l2 � ( , , )� � (17)

Sta³e ca³kowania A1 i A2 dla funkcji (7) wyznaczono z warunków pocz¹tkowych.
Z praktyki wiadomo, ¿e dynamiczny proces wyzwalania energii sprê¿ystej jest zjawiskiem
o bardzo krótkim czasie przebiegu. Szacuje siê [1], ¿e czas trwania procesu wynosi od
0,3 s do 0,48 s. Drugi z dynamicznych parametrów – prêdkoœæ wyrzutu oderwanej masy
skalnej – zmienia siê w wiêkszym przedziale czasu. Na podstawie badañ parametrów dy-
namicznych w czasie strzelania materia³em wybuchowym w kopalniach stwierdzono, ¿e
prêdkoœæ ta mo¿e wynosiæ od kilku dziesi¹tych m/s do kilku m/s (w konkretnych bada-
niach [1] v = 0,33 m/s i v = 2,9 m/s). Poza tym istotn¹ rolê w procesie wyrzutu ska³y od-
grywa prêdkoœæ inicjacji zjawiska, czyli prêdkoœæ pocz¹tkowa. Przedzia³ wartoœci to kilka
setnych m/s (w konkretnym przyk³adzie [1] to v0 = 0,0108 m/s). Na podstawie powy¿sze-
go przyjêto nastêpuj¹ce warunki pocz¹tkowe:
1) dla czasu t0 = 0 prêdkoœæ pocz¹tkowa wyrzutu ska³y wynosi v0,
2) dla czasu t1 prêdkoœæ wynosi v1.

Podstawiaj¹c do równañ otrzymamy:
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v1 0 33� , m/s – 2,9 m/s

W celu uzyskania mo¿liwoœci przeprowadzenia analizy ugiêcia belki stropowej na
ca³ej d³ugoœci do rozwi¹zania do³¹czono równanie linii osi wspornika [4]
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gdzie: K1, K2, K3, K4 – sta³e ca³kowania.

Na podstawie rozwi¹zania [18] wyznaczono nastêpuj¹ce wielkoœci sta³ych
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Na rysunku 2 pokazano odcinek po³¹czonych linii osi belki nad z³o¿em i osi wspornika.

5. Równanie linii ugiêcia osi belki stropowej

Po wyznaczeniu funkcji cz¹stkowych y = f(x) i T = f(t), skonstruowano funkcjê ugiê-
cia ca³kowitego osi belki stropowej w czêœci nad z³o¿em dla x  0

w x t y x T t

w x t e D x Dx

( , ) ( ) ( )

( , ) [ cos( ) sin(

� �

� � � � � �� �� � �1 2 x A t A t)] [ cos( ) sin( )]� � � � � �1 2� �
(18)

6. Dane obliczeniowe

Przyjêto nastêpuj¹ce wartoœci parametrów obliczeniowych:
— g³êbokoœæ eksploatacji H = 1000 m,
— œredni ciê¿ar objêtoœciowy nadk³adu � = 0,025 MN/m3,
— mi¹¿szoœæ z³o¿a m = 2,5 m,
— gêstoœæ masy górotworu � = 2500 kg/m3,
— gruboœæ warstwy stropu bezpoœredniego h = 12 m,
— wspó³czynnik odkszta³calnoœci pod³u¿nej stropu E = 20 GPa,
— moment bezw³adnoœci przekroju belki na zginanie I = bh3/12,
— gruboœæ tarczy modelowej b = 1 m,
— wspó³czynnik kszta³tu przekroju prostok¹tnego k = 1,2,
— d³ugoœæ wspornika l = 10 m.

7. Obliczenia

Aby by³ spe³niony przyjêty wczeœniej warunek ujemnej wartoœci wyró¿nika, parametr
nie mo¿e przekroczyæ wartoœci � = 195,78 s–1. Przyjêto przedzia³ wartoœci parametru od
zera do wartoœci maksymalnej z podzia³em na 500 punktów. Wspó³rzêdna x zawiera³a siê
w granicach od 0 do 100 m. Na rysunku 3 pokazano rozk³ady funkcji obni¿enia w w za-
le¿noœci od czasu przy wartoœci wspó³rzêdnej od x = 0 do x = 100 m. Rysunek 4 przedsta-
wia rozk³ady funkcji obni¿enia w zale¿noœci od wspó³rzêdnej x, przy za³o¿onych prze-
dzia³ach czasu w granicach od t = 0 s do t = 0,48 s.
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8. Podsumowanie i analiza wyników

W artykule przedstawiono model opisuj¹cy sytuacjê technologiczn¹ eksploatacji z³o¿a
typu pok³adowego systemem œcianowym na zawa³.

Model zawiera w sobie sk³adnik pozwalaj¹cy symulowaæ zachowanie dynamiczne
zwi¹zane z ruchem drgaj¹cym konstrukcji belki.

Na tym etapie obliczeñ mo¿na sformu³owaæ wstêpne wnioski dotycz¹ce zachowania
siê modelu. Na rysunku 2 przedstawiono zmiany wartoœci amplitudy drgañ modelu w mia-
rê wzrostu odleg³oœci od czo³a œciany. Maksimum o wartoœci 0,3332 m funkcja obni¿enia
osi¹ga w punkcie o wspó³rzêdnej x = 0 po czasie t = 0,008 + i 0,032 [s], gdzie i = 0÷15.
Na rysunku 3 przedstawiono rozk³ad funkcji ugiêcia osi belki stropu bezpoœredniego z od-
leg³oœci¹. Maksymalne ugiêcie wynosi oko³o 9 cm i maleje z odleg³oœci¹ wed³ug krzywej
wyk³adniczej. W odleg³oœci oko³o 30 m od czo³a œciany obni¿enia osi¹gaj¹ poziom 50%
wartoœci maksymalnej. Mo¿na zauwa¿yæ regularny przyrost obni¿eñ belki w miarê up³ywu
czasu. Dla czasów: t1 = 0,192 s, t2 = 0,288 s, t3 = 0,384 s i t4 = 0,48 s przyrost wynosi
oko³o 18 mm.

W dalszym ci¹gu realizacji projektu autorzy maj¹ zamiar kontynuowaæ prace, wyko-
rzystuj¹c dostêpne wyniki laboratoryjnych badañ w³asnoœci oœrodka skalnego.
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