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T£UMIENIE DRGAÑ KOLUMNY RUR
POMPOWO-SPRÊ¯ARKOWYCH

W ODWIERCIE PODZIEMNEGO ZBIORNIKA GAZU

1. WSTÊP

Nagazowanie z³o¿a oraz wydobywanie gazu wykonuje siê za pomoc¹ kolumny rur
pompowo-sprê¿arkowych i otworów w kolumnie rur ok³adzinowych. W zwi¹zku z turbu-
lentnym przep³ywem gazu w otworze wiertniczym oraz oddzia³ywaniem wzajemnym gazu
i ciek³ego œrodowiska powstaj¹ drgania kolumny pompowo-sprê¿arkowej. Wskutek wibracji
kolumny nastêpuje odkrêcanie jej dolnych rur, które spadaj¹ na dno otworu wiertniczego
i ulegaj¹ du¿ym odkszta³ceniom plastycznym lub zniszczeniu. Przy tym istotnie pomniejsza
siê wydajnoœæ odwiertu, ulegaj¹ œcieraniu siê dolne rury ok³adzinowe.

Aby usun¹æ szkodliwy wp³yw wibracji na niezawodnoœæ pracy kolumny rur pompowo-
-sprê¿arkowych, nale¿y przeprowadziæ badania jej drgañ swobodnych i wymuszonych [6].
W niniejszym artykule przedstawiono model matematyczny drgañ przestrzennych kolumny
z uwzglêdnieniem oddzia³ywania wzajemnego rur i œcianek otworu wiertniczego. Zagad-
nienie rozwi¹zuje siê na podstawie technicznej teorii belek [1–3], z zastosowaniem metody
elementów skoñczonych [4, 5], która istotnie u³atwia numeryczn¹ realizacje modelu ma-
tematycznego za pomoc¹ programu komputerowego.

2. MODEL MATEMATYCZNY DRGAÑ POPRZECZNO-SKRÊTNYCH
KOLUMNY RUR POMPOWO-SPRÊ¯ARKOWYCH

Kolumnê rur pompowo-sprê¿arkowych rozpatrujemy jako prêt, który ma w stanie
swobodnym oœ prostoliniow¹. Podczas opuszczania kolumny do odwiertu jej oœ wykrzywia
siê w zwi¹zku z wykrzywieniem odwiertu w przestrzeni. Nieskoñczenie ma³e odcinki rur
pompowo-sprê¿arkowych pod wp³ywem si³ wewnêtrznych mog¹ swobodnie siê przemiesz-
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czaæ w kierunku poprzecznym tylko na odleg³oœæ, która równa siê szerokoœci szczeliny
pomiêdzy pompowo-sprê¿arkowymi i ok³adzinowymi rurami. Oczywiste jest to, i¿ zarówno
statyczne, jak i dynamiczne si³y oddzia³ywania wzajemnego kolumny rur pompowo-sprê¿ar-
kowych ze œciank¹ odwiertu zale¿¹ od kszta³tu osi odwiertu.

W celu zestawienia modelu matematycznego drgañ poprzeczno-skrêtnych kolumny rur
pompowo-sprê¿arkowych zgodnie z metod¹ elementów skoñczonych rozbijamy prêt na n
odcinków o d³ugoœci l1, l2, …, ln, a jego roz³o¿on¹ masê zamieniamy skupionymi w wêz-
³ach masami:

m A l A l i n m Ai i i i i n n� � � �� �
1

2
1 2 1

1

2
1 1� �( ) ( , , ..., – ), ln (1)

gdzie:

� – gêstoœæ materia³u,
Ai, li – powierzchnie przekrojów poprzecznych oraz d³ugoœci odcinków

(i = 1, 2, …, n).

Ruch kolumny rur pompowo-sprê¿arkowych rozpatrujemy w kartezjañskim uk³adzie
wspó³rzêdnych x, y, z. Oœ x skierowana jest pionowo w dó³, a pocz¹tek wspó³rzêdnych O
pokrywa siê ze wspólnym œrodkiem skrajnego przekroju poprzecznego kolumny i odwiertu.
Równania wykrzywionej osi odwiertu przedstawiamy w postaci:

y = y0(x), z = z0(x), (0 � x � l) (2)

gdzie l – g³êbokoœæ zanurzenia kolumny do odwiertu.

Rozpatrzmy oddzia³ywanie w p³aszczyŸnie xOy dwóch s¹siednich odcinków kolumny
z ³¹cz¹cym ich wêz³em, oznaczaj¹c przemieszczenia wêz³a o numerze porz¹dkowym i
(i = 1, 2, …, n) w kierunku osi y jako yi; k¹t obrotu tego wêz³a w kierunku ruchu wska-
zówek zegara – jako �i; rzut na oœ y reakcji œcianek odwiertu w danym wêŸle – jako Ryi;
si³y poprzeczne i momenty gn¹ce na granicach odcinka (elementu skoñczonego) o numerze
porz¹dkowym i – jako Q1i, M1i, Q2i, M2i.

Stosuj¹c techniczn¹ teoriê zginania oraz bior¹c pod uwagê, i¿ postêpowe i obrotowe
przemieszczenia zamocowanego koñca kolumny s¹ równe zeru, zapisujemy wartoœci si³
wewnêtrznych, które przenosz¹ siê na wêz³y kolumny:
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(i = 2, 3, ..., n)

378



Q
M

EI

l

l

l l
i i

i i

i

i

i

i i

1

1

1

1
3

1

1 1
2

2 6 3
3

,

,

–
–

�

�

�

�

�

� �

�

	



�

�
 �

�

	




�

�
 � �

	



�
�
 �

�

	

�

�

�

� �

y EI

l

l

l l
i

i

i

i

i

i i�
2 6 3

3
1

1
3

1

1 1
2

– –



�

�
 � �

	



�
�
 ��

�

yi

i

1

1�

�
�

	




�

�
 � �

	



�
�
�

�

�

� �

2 6 3
3

0 1

1
3

1

1 1
2

� �
�

I

l

l

l l
i

i

i

i i

i

i

–
–

�
�

	




�

�
 � �

	



��

� � �

�

�

2 6 3
3

0 1

1
3

1 1
2

1

1

� �
�

I

l

l

l l
i

i

i

i i

i

i

– –

�
 (5)

(i = 2, 3, ..., n–1)

gdzie:
E – modu³ Younga materia³u rur pompowo-sprê¿arkowych,

�0 – wspó³czynnik dyssypacji,
Ii – osiowy moment bezw³adnoœci przekroju poprzecznego rury (i = 1, 2, …, n),

vi, �i – prêdkoœæ postêpowego i obrotowego ruchu wêz³ów (i = 1, 2, …, n).

Zgodnie z zasad¹ d’Alemberta, równanie ruchu postêpowego wêz³ów w kierunku osi y
zapisujemy w postaci:

m
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gdzie Pyn – rzut obci¹¿enia dynamicznego dolnego koñca kolumny na oœ y.

Bior¹c pod uwagê zale¿noœci (3)–(6), otrzymujemy:
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Pomijaj¹c si³y bezw³adnoœci ruchu obrotowego wêz³ów, równanie równowagi momen-
tów zapisujemy w postaci:

M Mi i2 1 1 0� ��, (i = 1, 2, ..., n–1), M2n = 0 (10)

Bior¹c pod uwagê równoœci (3)–(5), przekszta³camy zale¿noœæ (10) do postaci:
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£¹cz¹c zale¿noœci (7)–(9) w jedn¹ macierzow¹ równoœæ, otrzymujemy

M
d Y

dt
C Y C N V N R Py y y y

2

2
� � � � � �� �� � (14)

380



gdzie:

Y, � – macierze kolumnowe nieznanych przemieszczeñ:

Y = col(��� ��� ���� �n�, � = col(��� ��� ���� �n��

V, � – macierze kolumnowe prêdkoœci postêpowego i obrotowego ruchu wêz³ów:

V = col((��� ��� ���� �n�, � = col(��� ��� ���� �n��

M – macierz diagonalna wspó³czynników bezw³adnoœci, przedstawionych wzo-
rami (1): M = diag(m1, m2, ..., mn),

Cy, C�
– macierze kwadratowe wspó³czynników sztywnoœci, które z uwzglêdnie-

niem oznaczeñ � i i iI l� / 3 , �i i iI l� / 2 przedstawiamy w postaci:
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Ny, N� – macierze kwadratowe wspó³czynników dyssypacji:

N
E

C N
E

Cy y� �
� �

� �
0 0, ,

Ry, Py – macierze kolumnowe rzutów reakcji œcianki odwiertu oraz rzutów obci¹-
¿eñ na oœ y:

Ry = col(Ry1, Ry2, ..., Ryn), Py = col(0, 0, ..., Pn).
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Analogicznie ³¹czymy zale¿noœci (11)–(13)

D Y D K V Ky y� � � �� �� � 0 (15)

gdzie:
Dy, D� – macierze kwadratowe wspó³czynników sztywnoœci, które z uwzglêdnie-

niem wartoœci �i i iI l� / 2 , � i i iI l� / zapisujemy jako:

D Ey � 6

0 0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0

1 2 2

2 2 3 3

3 3 4 4

� � �
� � � �

� � � �

–
– –

– –
... ... ... ... ... ... ...

– –
... ... ... ... ... .
0 0 0 01 1� � � �i i i i� �

.. ...

–

,

0 0 0 0 0 � �n n

�

	



















�

�










D E�

� � �
� � � �

� � � �

�

�
�

�

2

2 2 0 0 0 0 0
2 2 0 0 0 0

0 2 2 0 0 0

1 2 2

2 2 3 3

3 3 4 4
... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ..
0 0 0 2 2 01 1� � � �i i i i� � �

. ... ... ...

,

0 0 0 0 0 2� �n n

�

	



















�

�










Ky, K� – macierze kwadratowe wspó³czynników dyssypacji:

K
E

D K
E

Dy y� �
� �

� �
0 0, .

Analogicznie do równoœci (14) i (15) zapisujemy równania ruchu postêpowego
wêz³ów w kierunku osi z oraz równania momentów gn¹cych w p³aszczyŸnie xOz:

M
d Z

dt
C Z C N W N R Pz z z z

2

2
� � � � � �� �� � (16)

D Z D K W Kz z� � � �� �� � 0 (17)

gdzie:

Z, � – macierze kolumnowe przemieszczeñ wêz³ów w kierunku osi z
i k¹tów obrotu wêz³ów w p³aszczyŸnie xOz, zestawione analogicz-
nie do macierzy kolumnowych Y i �:

Z = col(z�� z�� ���� zn�, � = col(��� ��� ���� �n��

W, � – macierze kolumnowe prêdkoœci postêpowego i obrotowego ruchu
wêz³ów, stworzone analogicznie do macierzy kolumnowych V i �:

W = col(w�� w�� ���� wn�, � = col(��� ��� ���� �n��
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Cz, C�, Dz, D� – macierze kwadratowe wspó³czynników sztywnoœci, przy czym:

Cz = Cy, C� = C�, Dz = Dy, D� = D�,
Nz, N�, Kz, K� – macierze kwadratowe wspó³czynników dyssypacji:

Nz = Ny, N� = N�, Kz = Ky, K� = K�,
Rz, Pz – macierze kolumnowe rzutów na oœ z reakcji œcianki odwiertu

oraz rzutów obci¹¿eñ, które zosta³y zestawione analogicznie do
macierzy Ry i Py, wykorzystanych w równaniu (14).

Eliminujemy za pomoc¹ zale¿noœci (15) macierz kolumnow¹ � w równaniu macierzo-
wym (14) i doprowadzamy to równanie do postaci zagadnienia Cauchy’ego:

dY

dt
V

dV

dt

M C D D C Y C D K N V C Dy y y y

�

�

� � �– – –[ ( – ) ( – ) (1 1 1
� � � � � � � �

– – ) – ]1K N R Py y� �

(18)

Przetwarzaj¹c analogicznie równania (16) i (17) otrzymujemy:

dZ

dt
W

dW
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M C D D C Z C D K N W C Dz z z z
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– – ) – ]1K N R Pz z� �

(19)

Równania (18) i (19), które opisuj¹ poprzeczne drgania kolumny, rozwi¹zuje siê wraz
z równaniami drgañ skrêtnych. Warunki pocz¹tkowe ca³kowania równañ ruchu obliczamy
z uwzglêdnieniem zale¿noœci (2).

3. WYNIKI OBLICZEÑ I WNIOSKI

Dla okreœlenia wp³ywu wibracji kolumny rur pompowo-sprê¿arkowych na niezawod-
noœæ pracy jej po³¹czeñ gwintowych wykonano obliczenia drgañ wymuszonych kolumny
o d³ugoœci 1000 m. Kolumna sk³ada siê z rur o zewnêtrznej œrednicy wynosz¹cej 114,3 mm
i o gruboœci œcianki 7 mm. Zosta³ rozpatrzony ogólny przypadek zagadnienia, przy którym
kolumna utwierdzona jest na górnym koñcu, dolny koniec kolumny obci¹¿ony si³ami
okresowymi w kierunkach osi y i z, podczas drgañ powstaj¹ zderzenia kolumny o œcianki
skrzywionego otworu wiertniczego. Jak wynika z obliczeñ, wibracje kolumny odbywaj¹ siê
w okresie wy¿szych jej czêstotliwoœci w³asnych, których widmo ma wielk¹ gêstoœæ, co
œwiadczy o wysokim prawdopodobieñstwie powstania zjawisk rezonansowych. Badania
wykazuj¹, i¿ jeœli dolny koniec kolumny nie jest oparty, bierze on najwiêkszy udzia³ w pro-
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cesach wibracyjnych. Zamocowanie dolnej czêœci kolumny za pomoc¹ urz¹dzeñ rozporo-
wych daje mo¿liwoœæ istotnego pomniejszenia amplitudy wibracji rur pompowo-sprê¿arko-
wych oraz u³atwienia warunków pracy po³¹czeñ gwintowych. W celu pomniejszenia
szkodliwego wp³ywu wibracji rur pompowo-sprê¿arkowych zaproponowano konstrukcjê
t³umnika drgañ [7] oraz opracowano metodykê obliczania sztywnoœci taœmowych sprê¿yn
t³umnika.
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